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PREFACE.

« Cest icy un livre de bonne foy, lecteur
... Mes deffauts s’y liront au vif.... »

MoxTaione, Préface des Essais.

Le premicr traité d’Arithmétique supérieure, ou d’Arith-
mologie, a été publié a la fin du si¢cle dernier par LEGENDRE,
sous le titre : Essai sur la théorie des nombres (Paris, an vi).
Cet excellent ouvrage renfermait non sculement tout ce qui
était connu jusqu'alors sur cette science, et notamment les re-
cherches d’EuLer et de LAGRANGE, sur les théorémes énoncés
par Feruar, mais encore les nombreuses découvertes de I'il-
lustre auteur, qui rendit de si grands services a I'Arithmé-
tique. On lui doit surtout le théoréme fondamental quiporte
son nom, c'est-a-dire Ja Lot de réciprocité des résidus qua-
dratiques. Deux autres éditions, considérablement augmen-
tées, ont été publiées de son vivant; la troisieme, définitive,
en trois volumes in-4°, en 1830. Celle-ci vient d’étre traduite
en langue allemande par M. Maser (Leipzick, 1886).

Dans la premiére année du sidcle, Gauss fit paraitre les
Disquisitiones arithmetice (Leipzick, 1801). Une traduc-
tion francaise, les Recherches arithmétiques (Paris, 1807),
est due 4 PovrLer-Deriste. Depuis, de nombreuses éditions
de cet ouvrage admirable ont été publiées dans plusieurs
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langues, et notamment la version originale, en langue alle-
mande, pour laquelle 'autenr n’avait pu trouver d’éditeur!

Ce livre, monument impérissable, dévoile l'immense
étendue, I’étonnante profondeur de la pensée humaine. Son
auteur excella dans toutes les parties des Sciences mathé-
matiques, pures et appliquées; dans I’Analyse algébrique,
dans la Théorie des fonctions, dans le Calcul des probabilités,
dans la (zéométrie des surfaces, dans I’Astronomie physique
et pratique, dans la Mécanique céleste, dans|’Optique, dans
le Magnétisme, dans la Théorie des attractions, etc.; ses
compatriotes I'ont, avec raison, surnommeé Princeps mathe-
maticorum. Mais ce que ce savant illustre, que F'on doit
placer a c6té des plus grands génies scientifiques de '’huma-
nité, preférait par-dessus tout, c’était sa chére Arithme-
tique, ainsi qu'il le répétait continuellement dans sa cor-
respondance; nous n’y contredirons point.

Les découvertes de Gauss ont donné lieu & de nombreux
mémoires sur I'Arithmétique, surtout en Allemagne; mais
nous ne pouvons citer ici que les principaux traités didac-
tiques. — En France, Poixsor publie, dans le Journal de
Liouoille (1. X, 1845), un mémoire intitulé : Réflexions sur
les principes fondamentaux de la Théorie des nombres;
cet ouvrage mérite I'attention a plus d’un titre, surtout par la
clarté et I'élégance de I'exposition, mais non par la nou-
veauté ; malheureusement, la démonstration du principe, sur
lequel repose tout I'ensemble, n’est pas rigoureuse, bien que
toutes les conséquences en solent exactes. — Nous devons
rappeler encore les deux opuscules de LerescuE : Exercices
d’Analyse numerigue et Introduction a la Théorie des
nombres (Paris, 1859 et 1868). On doit regretter que cet
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auteur n’ait pu terminer la publication qu'il avait annoncée.
— Enfin le second volume du Cours d’Algébre supé-
rieure, de SERRET (4° édition), est consacré presque entitre-
ment & la théorie des congruences et a ses applications a
la résolution algébrique deséquations; mais, par suite d’une
inadvertance inconcevable, dés la premi¢re page, plusieurs
des démonstrations présentées par l'auteur manquent de
rigueur. En particulier, nous signalerons comme imparfaite
la démonstration du théoréme de Bacuer, que tout entier
est la somme de quatre carrés, ou de moins de quatre. Cette
critique n’a pas pour but de diminuer I'importance de I'excel-
lent ouvrage de Serrer, qui d’ailleurs a été apprécié, tra-
duit ct publié en Allemagne (Leipzick, 1879) par M. Wer-
THEIM. Nous exposerons, dans le second volume, une fort
belle démonstration du théoréme de BacurT, qui nous a été
communiquée par M. Marror, ingénieur en chef des Mines.
M. Tcuesycuer a publié en langue russe la Théorie des
congruences (Saint-Pétersbourg, 1847). Une traduction en
langue allemande vient de paraitre par les soins de M. Scra-
pira, professeur a I’'Université de Heidelberg (Berlin, 188g).
Cet ouvrage contient, dansI'original mais non dans la traduc-
tion, la démonstration de I'un des plus beaux et des plus dif-
ficiles théorémes de I’ Arithmétique transcendante ; nous don-
nerons, dans le troisitme volume, une simplification de cette
admirable démonstration, qui suffirait a elle seule pour ob-
tenir 'immortalité, si son auteur ne s’était surpassé lui-
méme par I'invention d’un nouveau genre de calcul, pour la
détermination des maxima et des minima d’intégrales com-
prises entre des limites données, et par ses nombreuses ct
utiles applications & la Mécanique des systémes articulés.
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I1 serait trop long de donner la liste des ouvrages qui ont
paru cn Allemagne, dans ces derniéres années, sur le sujet
qui nous occupe. Nous nous bornerons a citer les Lecons de
Leseuxe-Diricuier, publiées par M. Depekiwp : Vorlesungen
itber Zahlentheorie. La troisiéme édition de ce délicienx
traité (Brunswick, 1881) contient, en dehors de la démon-
stration du célebre théoréme de Diricuier sur la présence
des nombres premiers dans les progressions arithmeétiques,
de remarquables et importantes additions de I'éditeur sur
I’Arithmétique générale. Pour terminer, nous citerons les
Legons académiques de M. Bacamany sur la derniére section
des Disquisitiones de (acss, sous le titre : Die Lehre
von der Kreisthellung und ihre Bezichungen sur Zahlen-
theorie (Leipzick, 1872).

Telles sont les principales sources d'ou notre ccuvre dé-
coule.

Depuis longtemps, nous avons amassé et recueilli des do-
cuments nombreux, intéressants, de tous auteurs ct de tous
pays, pour écrire un livre sur le sujet qui nous occupe. Nous
y ajoutons une partie de nos propres recherches, que nous
avions publiées dans ce but, au jour le jour, un peu partout
ct notamment dans les Comples rendus, les Bulletins des
Académies des Sciences de Turin, Rome et Saint-Pé-
tersbourg, de la Société mathématique de I'rance; dans I'4-
merican Journal, A Baltimore, dans les Comptes rendus de
I’Association francaise pour ' Avancement des Sciences, dans
les Nouvelles Annales de Mathématiques, dans la Nouvelle
Correspondance et dans Mathesis, 4 Bruxelles et & Liége,
dans le Messenger of Mathematics, 4 Cambridge, etc.

H nous reste a indiquer le plan général de ce livre. Nous

PREFACE. X

prenons la science & son origine et, dans I'Introduction, nous
indiquons les débuts, les progrés et les applications de
I'Arithmétique, tout en restant dans les idées générales.
Nous compléterons cet exposé, s'il y a lieu, pour les volumes
qui suivront. Nous insistons sur les procédés du calcul, d’au-
tant plus qu’on les néglige dans les éléments, & ce point que
la construction des tables de multiplication est enseignéce
d’une maniére défectueuse. Nous mettons les caleuls dits
algébrigques en face des calculs de 'Arithméuique ordinaire,
car nous considérons le nombre entier d'une maniere géné-
rale, indépendante de son enveloppe, positif ou négatif, soit
qu'on le représente par des boules, par des chiffres ou par
les lettres de l'alphabet. Ce n'est pas dans la mamére de
figurer les nombres, de les habiller pour ainsi dire, que nous
distinguons I'Arithmétique de I’Algébre, mais ¢’est surtout
dans |'essence méme des nombres, dans la maniére de les
concevoir. La ligne de démarcation entre ' Arithmétique et
I'Algébre provient de l'idée que T'on se fait du nombre,
suivant qu’on le considére comme grandeur, ou simplement
comme numéro d’ordre, ¢’est-a-dire suivant que I'on accepte
ou que I'on refuse la notion de continuité; c’est ainsi que la
doctrine des nombres irrationnels, des logarithmes, etc., ap-
partient exclusivement au domaine de I'Algébre, ¢’est-a-dire
des fonctions analytiques.

Pour tout ce qui concerne les éléments du caleul, numeé-
rique ou littéral, les développements marchent paralléle-
ment, quand on exclut la continuité. A toutes les opérations
du calcul décimal correspondent les opérations analogues du
calcul sur les polyndmes et ainsi pour la multiplication et
pour la division, pour la recherche des diviseurs et des mul-
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tiples communs des nombres et des polyndémes entiers, pour
la décomposition en fractions simples et pour le développe-
ment en fractions conlinues des nombres fractionnaires et
des fractions rationnelles, pour la décomposition d’un
nombre entier en facteurs premicrs et d'un polyndéme en
facteurs irréductibles, etc. Mais il existe une différence
profonde entre ces deux caleuls, aussitét que 'on introduit
la notion de continuité et, par suite, d'incommensurabilité;
nous citerons quelques exemples.

Dans la théorie des équations algébriques, les théorémes de
Descartes et de Newrow ('), de Rorik et de Sturm appren-
nent a connaitre le nombre des racines réelles d’une équation,
comprises entre deux limites données; mais il n’existe, quant
a présent, rien de pareil en Arithmétique, et nous ne con-
naissons aucun procédé de calcul pour déterminer le nombre
des facteurs premiers d’'un entier donné compris entre deux
limites. La méthode de Huppe, dite des racines égales,
permel de décomposer tout polyndme contenant des facteurs
multiples ; mais il n’existe aucun procédé pour connaitre les
facteurs multiples d’'un entier donné. Enfin la théorie des
fonctions donne naissance, par les développements en séries,
a des suites de nombres, qui sont les cocfficients des puis-
sances des variables; mais la formation de ces coefficients et
leurs propriétés appartiennent essentiellement a I'Arithmé-

tique, lorsque I'on peut former ces nombres, indépendam-

(*) Le théoréme de DESCARTES donne une limite supérieure des racines réelles
d'une équation par le compte des variations, ¢’est-a-dire des sucecessions des
signes de tous les ensembles formés par deua termes consécutifs; dans le théo-
réme de NEWToN, on considére les ensembles de frois termes consécutifs, La dé-
monstration de ce dernier théoréme a été donnée pour la premiére fois par M. SyL-
VESTER.
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ment de toute considération de continuité, par des opéra-
tions rationnelles. C’est ainsi que nous avons pu exposer le
calcul et les propriétés de ces coefficients, mystérieux comme
les nombres premiers, que I'on appelle nombres de Ber-
wouLLl, d’Evrer, de Gevoccnl, d’'Hamintor, ele.

Comme toutes les sciences, I’ Arithmétique résulte de 'ob-
servation; elle progresse par I'étude des phénoménes numé-
riques donnés par des calculs antérieurs, ou fabriqués, pour
ainsi dire, par 'expérimentation ; mais elle n’exige aucun la-
boratoire et posséde seule le privilége de convertir sesinduc-
tions en théoremes déductifs. Comme en Chimie, par
exemple, on prépare les nombres au moyen du calcul; parla
divisibilité, on décompose ceux-ci en éléments simples,
les facteurs premiers; par la théorie des résidus potentiels,
on détermine leur aspect et, en quelque sorte, leurs réactions
mutuelles; enfin, par la juxtaposition des nombres triangu-
laires, carrés, polygonaux, cubiques, etc., la théorie des
formes numériques rappelle I'étude des systémes cristallins.
C’est par I'observation du dernier chiffre dans les puissances
successives des nombres entiers que Fermar, notre Dicus
Arithmeticus, créa I’Arithmétique supérieure, en donnant
I'énoncé d’un théoréme fondamental; c’est par la méthode
expérimentale, en recherchant la démonstration de cetle
proposition, que la théorie des racines primitives fut imaginée
par EvLer; c’est par V'emploi immeédiat de ces racines primi-
tives que Gauss obtint son célébre théoréme sur la division
de la circonférence en parties égales, et celui-ci fut le point
de départ des profondes recherches d’AgeL et de Gaross, de
MM. Kummer, Hermire et Knoxecker, dans P'Algebre supé-
rieure. ’
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Nous n’avons pas la prétention de comparer nos modestes

découvertes a celles de tous ces savants immortels; mais
c’est encore par 'observation de la suite de Fisonaccr

o, 1, 1, 2, 3, 5 8, 13, =21, 34, 55, ...

dans laquelle chaque terme est la somme des deux termes
qui le précedent, que nous avons rencontré une proposition
nouvelle qui constitue la réciproque du théoréme de Fermat.
Nous en avons déduit un grand nombre de corollaires qui
permettent de savoir st un nombre donné p de vingt ou trente
chiffres est premier ou non, lorsque 1'on connait la décom-
position en facteurs premiers de I'un des nombres (p = 1)
qui le comprennent. Par I'emploi de ce nouveau procédé,
nous avons ¢noncé un grand nombre de théorémes analogues
a celul de WiLson et obtenu des nombres premiers de vingt
et de trente chiflres, tandis que le plus grand nombre premier
connu, il y a vingtans, (2*' — 1) indigué par EvLer, n’en avait
que dix. Ainsi, par exemple, on a la proposition suivante
qui vient compléter le théoréme de Gavuss dans la théorie
de la division de la circonférence : Pour gue le nombre

2% 41
sott premier, il faul et il suffit qu’il divise le nombre
3 g,

La théorie des suites récurrentes est une mine inépuisable
qui renferme toutes les propriétés des nombres; en calculant
les termes successifs de telles suites, en décomposant ceux-ci
en facteurs, en recherchant par I'expérimentation les lois de

Yapparition et de la reproduction des nombres premiers, on

fera progresser d’une maniére systématique I’étude des pro-
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priétés des nombres et de leurs applications dans toutes les
branches des Mathématiques.

Nous avons donc exposé I'ensemble des vérités fondamen-
tales du Calcul et de I’ Arithmétique, d’apreés le mode analy-
tique, en laissant de coté toute préoccupation de programmes
officiels. Puisque toutes nos opérations et tous nos raisonne-
ments ne portent que sur les nombres entiers, indépendam-
ment de toute considération de continuité ou d'irrationna-
lité, nous faisons abstraction des nombres qui entrent dans
les formules, pour ne voir que I'ordre de succession des opé-
rations que I'on applique & ces nombres, d'une maniére ef-
fective ou supposée. Nous rangeons ces opérations dans un
ordre naturel, logique, tel que chacun des signes et des sym-
boles d’opération nécessite la connaissance de tous ceux qu

le précédent.

Le signe -+ de I'addition et son symbole extensif, X,

Le signe — de la soustraction et celui des différences successives, a.

Le signe < de la multiplication et de son symbole extensif, I

L’exposant des puissances, a” et le symbole des factorielles, a*/7.

Le signe : de la division exacte et les symboles des opérations dans
lesquelles on recherche le quotient approché, par excés ou par défaut,
et le reste d’une division,

Le symbole de I'opération du plus grand commun diviseur et du dé-
veloppement d'un nombre rationnel en fraction continue.

Lesymbole de larecherche des diviseurs d'unnombre. — Le symbole
delarecherche des nombres inférieurs et premiers 4 un nombre donné.

Les symboles de LrcenprE et de Jacosr dans la théorie des résidus

quadratiques, etc., etc.

Aprés avoir ainsi classé ces opérations, nous les représen-
tons par les lettres de 'alphabet, dans l'ordre ordinaire.
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Cela posé, considérons une formule ou un raisonnement
quelconque; écrivons dans I'ordre ot ils se présentent les dif-
férents symboles des opérations fictives ou effectuées, nous
formons ainsi un mof contenant une ou plusieurs des lettres
symboliques, et d’ailleurs ces lettres peuvent entrer plusieurs
fois dans le méme mot. A ehaque formule correspond un mot
symbolique et inversement. En rangeant tous ces mots dans
l'ordre du dictionnaire, on obtient la succession logique
des vérités de I’ Arithmétique. Il est évident d'ailleurs qu’une
méme vérité peut occuper diverses places, suivant le mode
de raisonnement que I'on emploie pour sa démonstration;
d’autre part, deux questions qui paraissent voisines d’aprés la
nature de leur énoncé peuvent se trouver trés éloignées dans
le développement de notre ouvrage, lorsque les résultats con-
duisent & des formules de nature différente. Ainsi, par
exemple, lorsque I'on veut déterminer le nombre des disposi-
tions différentes d’objets placés sur un circuit fermé, on doit
considérer deux cas suivant que les objets sont tous distincts
ou que plusieurs d’entre eux ne le sont pas. Dans le premier
cas, on a une formule trés simple (n° 42); il n’en est pas de
méme dans le second et la formule correspondante ne peut
trouver sa place que dans le IT1¢ Livre au Chapitre XXII (voir
VAddition VII, p. 501). Il peut encore se présenter d’antres
circonstances et, par exemple, dans Ia théorie des facto-
rielles, c'est-d-dire des produits de nombres en progression
arithmétique, et dans celle des puissances, c’est-d-dire des
produits de nombres égaux; ceux-ci reviennent a des facto-
rielles dans lesquelles s’annule la raison r de la progression
arithmétique. Souvent, le cas général donne des formules
plus simples, tandis que le cas particulier produit des for-
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mules illusoires. C’est pour ce motif que nous avons placé
parfois le symbole de la factorielle avant celut de la puissance.

En beaucoup d’endroits, nous avons employé dans nos rai-
sonnemenls le mode de caleul sur 'échiquier, 4 'imitation de
Pascar, dans son fameux Traité sur le triangle arithmétique.
Pour montrer la supériorité de ce procédé général d’Arith-
métique de position, nous avons donné, dans le Chapitre sur
le Calcul des probabilites, les solutions si ingénicuses de
M. Derannoy, au sujet du Scrutin de ballollage‘et de la
Durée du Jeu. Cette méthode donne, quant & présent,
'unique solution d’une question difficile posée par LarLace,
tandis que les résultats présentés récemment a |’ Académie

des Sctences ont une forme illusoire.

Dans un but de simplification, nous nous servons de quel-
ques mots nouveaux : d’abord, ceux de codiviseurs et de co-
multiples, qui se comprennent d'eux-mémes; nous désignons
par indicateur d’un entier nle nombre des entiers inférieurs
a n ct premiers avec lui; nous désignons par le mot gaussien
de a pour un module donné le plus petit exposant g de
a pour lequel (@f — 1) est un multiple du module; enfin,
avec M. SyrvesTER, nous appelons cumulant le résultat de
Popération du symbole généralisé d’Evrer, dans la théorie
des fractions continues. — Nous avons employé, pour les
raisonnements et les formules, les signes connus, en choisis-

sant toujours ceux qui donnent aux formules la physionomie

la plus simple et la plus claire ; nous avons adopté le signe =
de la congruence, qui est indispensable dans lcs théories de
I’Arithmétique supérieure; et d’ailleurs, il a été accepté de-

puis Gauss par tous ceux qui ont fait faire quelques progrés
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4 la Théorie des nombres. De plus, dans notre méthode de
calcul symbolique, nous avons employé le signe <=; onne doit
pas considérer ce symbole autrement que le signe == de I'éga-
lité ; mais nous avons pris cette forme spéciale pour indiquer
au lecteur qu’il faut faire le développement des deux membres
de la formule symbolique, avant d’écrire leur égalité, ou leur
identité.

Tels sont les principaux points sur lesquels nous croyons
devoir appeler Pattention. Nous savons bien que certaines des
théories exposées paraitront parfois trop longues et parfois
trop concises; aussi nous regrettons de n’avoir pu faire subir
a cet ouvrage I'épreuve d’un enseignement public. Cepen-
dant nous espérons I'améliorer dans une édition ultérieure,
et nous invitons tous nos lecteurs & vouloir bien nous sou-
mettre les observations, corrections et additions, que son
¢tude pourra leur suggérer.

INTRODUCTION.

« Lexgune datur nnmeris magnorum horrenda laborum
(Qvips, Metam., liv. YIE).

Dés son apparition sur la terre, 'homme imagine le calcul pour
distinguer, pour compter les objets qu’il échange ou dont il a
besoin. Puisqu’il n’a ni papier, ni crayon, il compte en faisant
des marques ou des stries sur les troncs d’arbres, sur les os des
animaux, ou bien encore 1l assemble des cailloux (d’ou vient le
mot calcul), quilui rappellent le nombre des objets qu’il a consi-
dérés. On retrouve, dans les cavernes de 'époque primitive, des
0s striés réguliérement, comme la taille de la boulangére, dont
I’origine et le but sont incontestables. Ils servarent a compter,
par le procédé le plus élémentaire qui représente l'idée méme de
la formation des nombres, par I'addition successive de 'umité.

Plus de trente-cinq siécles avant notre ére, les Chinois se ser-
vaient de boules pour représenter les nombres. Ils employaient,
dans le commerce et dans les affaires, de petites cordes i nceuds
dont chacure avait sa signification particuliére. Elles sont repré-
sentées dans deux tables que les Chinois appellent Ho-tou et
Lo-chou ('), et qui sont, de deux fagons différentes, la figuration
des neuf premiers nombres, au moyen de boules.

(*) « Les premiéres colonies qui vinrent habiter le Se Tchuen n’avaient, pour
toute littérature, que quelgues abaques arithmétiques faits avec de petites cordes
nouées, a 'imitation des chapelets, & globules enfilés, avec quoi ils calculaient
et faisaient leurs comptes dans le commerce. Ils les portaient sur eux et s’en
servaient quelquefois pour agrafer leurs robes; du reste, n’ayant pas de carac-
téres, ils ne savaient ni livre, ni écrire. » (DUHALDE, Description de la Chine
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Les anciens Tartares avaient, pour s’entendre, des khé-mou
ou bitonnets entaillés d’'une maniére convenue; ils s’en servaient
pour communiquer d'une horde a l'autre. Ces bitonnets indi-
quaient, en temps de guerre, le nombre d’hommes el de chevaux
que chaque campement devait fournir. Les habitants du Pérou,
au temps des Incas, avaient des cordelettes noudes qu’ils appe-
laient des Quippos, et dont on trouve plusieurs échantillons au
musée ethnographique du Trocadéro. Elles étaient de différentes
couleurs et pouvaient se nouner et s’entrelacer de bien des ma-
niéres. Le nombre des neeuds, leurs dispositions, leurs enchevé-
trements avec des baguettes, leurs situalions diverses sur un
anneau central en métal, en bois ou en os, permeltaient d’expri-
mer de cette facon une suite assez considérable de nombres.

Ainsi, la premiére notion du nombre, qui a di précéder de
plusieurs siécles 'alphabel el l'écriture, n'est qu’une simple
question-d’ordre ou de numérotage. Delarésulte immédiatement
Fidée de la saile des nombres entiers et, simultanément, celle de
Vaddition. Au lieu de compter par un, dans la suite naturelle des
nombres désignés par des mots convenus, on compte de deux en
deux, et 'on distingue les nombres pairs des nombres impairs.
Déja, dans le Lo-chou, les nombres pairs sont représentés par
des boules noires et les nombres impadrs sont représentés par des
boules blanches. Puis 'on compte de trois en trois, de quatre en
quatre, ..., el P'on a la notion de I'addition par cette question :
Quel est le nombre qui vient un certain nombre de rangs aprés
un autre? Dés lors, les premiéres propriétés des nombres appa-
raissent 4 I'humanité, car I'idée d’addition est indépendante de la
continuité, de la grandeur, de la mesure; elle ne dépend que de
I'ordre ou du numérotage. Clest quen effet « les principes gé-
néraux de ’Analyse mathématique ont leur source naturelle dans
la simple considération de I'ordre ou de la disposition mutuelle
gqu’on peut observer actuellement entre plusieurs objets ; ce qui

et de la Tartarie chinoise, p. 293; 1735}, — ¥oir, pour plus de détails, notre
article de La Nature du 1 mars 18go, intitulé Chinoiserie arithmétique.
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me parait le plus haut point d’abstraction ct de généralité ot il soit
permis de porter la science » (!).

C’est ainsi que, parmi les principales propriétés des nombres,
on trouve dés le commencement cette proposition que 1'on doit
considérer comme I'axiome fondamental des Mathématiques : Le
nombre est indépendant de I'ordre et des divers groupements de
ses unités. Dans le Lo-chow, que nous figurons avec des chiffres,
au lieu de boules, les neuf premiers nombres

/1 9 2
3 3 ‘ ~

: /
8 1 G

sonl rangés sur les neuf cases d’un carré, et la somme des nom-
bres renfermés dans une méme ligne, dans une méme colonne.
ou dans chacune des deux diagonales, est constamment égale 2
quinze. Et pourtant cette figore, qui représentail peut-étre une
boite portative de poids, dans laquelle on avait cherché el trouvé
I’équilibre, et que 'on appelle actuellement un carré magique,
doit étre considérée comme leplus ancien document de ' Arithmé-
lique, puisqu’elle renferme quelques-unes des propriétés élé-
mentaires des nombres.

Les échanges commerciaux ont donné naissance a la soustrac-
tton, opération inverse de l'addition, qui revient a ceci: Quel est
le nombre qui se trouve un certain nombre de rangs avant un
autre ? Mais, dans cette opération, il se présente parfois une sorte
d'impossibilité; c'est lorsqu’il s’agit de retrancher d’un certain
nombre un autre plus grand, plus éloigné dans la série des nom-
bres. De la, dans le commerce, ces distinctions du débit et du

(*) PoiNsoT, Iniroduction @ la Theéorie des nombres, p. 3 du Mémoire, dans
le Journal de Liouville (t. X, 1845).
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crédit, de Pactif et du passif, du doit et de I'avoir. Dans la science
pure, cette impossibilité disparait en donnant des appellations et
des signes aux résultats, et l'introduction des nombres positifs
et des nombres négatifs, toute naturelle, se fait d’elle-méme.
D’abord, si 'on retranche un nombre d’un nombre égal, on dit
zéro, el 3éro devient un nombre entier qui représente l'origine
de tous les nombres; puis, aprés avoir numéroté dans un sens,
on numérote dans le sens opposé, comme dans I’échelle des ther-
mométres, et Uon dit moins un, moins deuz, .... Il n'est pas dou-
teux que cette interprétation de sens ou de direction, méme pour
les nombres abstraits, était connue dés la plus haute antiquité.
Pour justifier cette opinion, il nous suffit d'indiquer la représen-
tation des nombres voisins de cinq, c’est-2-dire quatre et six,
représentés par IV et par VI dans la numération des Romains, ou
encore celle des nombres TX et XI qui comprennent X. Mais
c’est & Descartes que 'on doit introduction systématique des
nombres négatifs dans les calculs de la Géométrie, de I'Arithmé-
tique et de I’Algebre, soit que ces nombres se présentent dans
les données des problémes, soit qu’ils se présentent dans les
résultats.

La répétition des mémes affaires commerciales conduit 4 ’ad-
dition des nombres égaux, ou & la multiplication, qui n’est qu'une
addition abrégée, encore indépendante de I'idée de mesure, de
grandeur, de continuité. Pour calculer plus rapidement, on ima-
gine des tables et des appareils de calcul, que I'on appelle bouliers
et abagques. On doit noter la mémorable invention de Fo-cur,
premier empereur et législateur de la Chine (3500 ans avant notre
ere), pour représenter les nombres jusqu’a soixante-quatre; c’est
le Je-kim (*), boulier formé de six tiges paralléles sur chacune
desquelles on peut faire glisser une seule boule. Lorsque la boule
est placée au milieu d’une tige, ellereprésente deux fois le nombre

(*) Voir notre article intitulé Les appareils de calcul et les jeux de combi-
naisons, dans la Revue scientifique du § janvier 18go.
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que représenterail une boule sur la tige placée immédiatement
au-dessous. En d’autres termes, de Ja premiére 2 la sixiéme tige,
les boules valent

un, deux, quatre, huit, seize, trente-deux,

el le nombre marqué sur le boulier est la somme des nombres
représentés par chacune des boules. Mais, pour parvenir a compter
des nombres de plus en plus grands, et, par exemple, pour dénom-
brer les étoiles du ciel, les habitants d'une ville ou d’une contrée,
il fallut d’abord augmenter le nombre des tiges et employer simul-
tanément plusieurs bouliers. En plagant quatre boules sur chaque
tige, on convenail que les boules situées sur les tiges successives
avaient une valeur de cinq en cing fois plus grande; avec neuf
boules, il était convenu que chaque tige servait a représenter des
nombres de dix en dix fois plus grands. Telle est l'origine du
boulier chinois nommé souan-pan, du boulier russe nommé
schtote et des diverses transformations de ces appareils dont on
se servait couramment en Europe, au xiv® siécle, dans les caleuls
de la Bangue des argentiers. Les Chinois, les Russes et les
peuples de 1'Orient se servent encore couramment des bouliers.
Le jeu d'anneaux, que I'on appelle baguenaudier, d’origine chi-
noise, doit étre considéré comme une transformation du Je-kim et
construit plus spécialement pour la classe des lettrés et des man-
darins.

L’emploi des bouliers conduit direclement i la numération
parlée et & la numération écrite; la numération décimale était
connue en Chine et aux Indes, dés les temps les plus reculés ; elle
nous a été transmise par les Arabes, avec leurs chiffres et le séro.
On ne doit pas confondre les abagques avec les tables de multi-
plication; dans l'origine, ¢’étaient des tables en bois, en métal ou
en marbre, divisées en compartiments par des lignes transversales;
ces compartiments correspondaient aux tiges des bouliers; on y
plagait des pions ou des cailloux, ou I'on y tragait encore des
signes sur le sable, le pulvis eruditus, dont ils étaient recouverts,
comme dans la Table de Salamine, ou I'abaque de Borce. « Le
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systéme de numération décrit par Bogce est identique, quant aux
principes, & notre Arithmétique actuelle et n’en différe, en pra-
tique, qu'en ce seul point, qu’on faisait usage d’un Tableau a
colonnes, pour indiquer lcs différents ordres d'unités décuples,
ce qui permettait de marquer par une place vide 'absence d’un
nombre, que nous marquons aujourd’hui par un signe figuré,
c’est-d-dire, en d’autres termes que, dans ce systéme, le zéro était
une place vide » ('). — Mais pendant leurs vingt sidcles d’exis-
tence les Romains n'ont pas connu 'emploi du zéro. Ils n’avaient
pour numération que le systtme défectueux qu’ils nous ont
transmis; par suite, ils ignorérent I’Arithmétique et la Géométrie.
Ils ont dédaigné les connaissances si subtiles, si idéales des Grecs
qu’ils avaient conquis; ils ont bralé les éerits d’Arcamine. Leurs
mathématiciens étaient des esclaves, les Calculatores, et leur
bagage scientilique se réduit aux médiocres travaux des Agri-
mensores et des Gromaiice de la décadence.

Les questions des partages et des héritages, que I'on rencontre
continuellement dans les ouvrages des auteurs arabes, avaient
donné naissance, d’une part, a la division et aux nombres fraction-
naires; d’autre part, 4 la Géométrie, par I'évaluation des surfaces
et des volumes. Dés les temps les plus reculés, les Hindous figu-
raient les nombres par des briquettes de bois ou d’argile, en forme
de parallélépipédes rectangles de méme hauteur, et dont la lon-
gueur et la largeur étaient des multiples de la hauteur. Clest en
tenant compte des indications puisées dans les ouvrages d’Anva-
BHATTA que nous avons pu reconstituer la T'able de multiplication
des Indiens, dont on trouvera un exemplaire dans la collection
des machines 4 calcul que nous avons réunies au Conservatoire des
Arts et Métiers. Au moyen de cette Table, on peut démontrer la
plupart des théorémes concernant la mesure des surfaces et des
volumes, ainsi que les formules sur la somme des premiers nom-

(*) CunasLes, Ezplication des Traites de I’Abacus et, particuliérement, du
Traite de GERBERT (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences; Paris, 1843).

INTRODUCTION. X X111

bres entiers, triangulaires, carrés, cubes, etc. (voir Chap. V et
XIV). Mais, pour parvenir 4 la sommation des puissances numé-
riques de tous les degrés, il fallait inventer des nouveaux procédés
de calcul dont on trouve la base dans le Triangle arithmétique
qui était connu des mandarins chinois ; mais ¢’est surtout 3 Fermat
et & Pascar qu'il faut atiribuer lc développement de cette admi-
rable méthode de calcul au moyen de laquelle ils sont parvenus i
résoudre les problémes des combinaisons et du Caleul des proba-
bilités, ainsi qu'a établir les formules fondamentales du Caleul
des sommes, du Calcul différentiel et du Calcul intégral,

Pyracore (né v, 580 av. J.-C.) était allé s’instruire en Egypte
ct dans les Indes, avant de fonder en Italic I'école pythagoricienne.
On appelle Table de Pythagore la table de multiplication des
premicrs nombres; U'observation de la table monltre, en plus de la
symélrie, que son intérieur ne renferme pas tous les nombres,
mais ne contient que ceux qui sont le produit de deux autres ; de
13, la distinction des entiers en rombres premiers et en nombres
composés et la théorie des diviseurs et des multiples. Dans le
VII® Livre des Eléments de Géométrie, Evcrie (v. 285 av. J.-C.)
en a exposé les premiers principes avec 1'élégance et la rigueur
ordinaires aux anciens; c’est & Evcrinr que I'on doit celte propo-
sition : La suite des nombres premiers est illimitée. On lui doit
encore 'idée des nombres parfaits, abondants, déficients, ali-
quotaires, c'est-a-dire des enticrs qui sont égaux 4 la somme de
leurs parties aliquotes, ou plus petits ou plus grands, ou égaux
a une fraction donnée de cette somme. Celle recherche a été
continuée par Fermar, Descantes, FrénicLe, Euier, el reprise
de nos jours; mais, malgré les efforts des savants les plus 1llus-
tres, elle a fait peu de progrés depuis vingt sidcles; on ne connail
actuellement que neuf nombres parfaits pairs et 'on ne sait pas
¢'il existe des nombres impairs qui soient parfaits.

C'est & Pyrracone et 4 ses disciples que l'on attribue les pre-
miéres notions de la doctrine des nombres incommensurables. On
doit noter surtout une démonstration de incommensurabilité du

rapport de la diagonale d'un carré & son c6té; c'est une figuration
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géométrique du développement de \/5 par la méthode dite des
fractions continues, retrouvée av xv1° siécle par GaraLpi, mais
qui était bien connue des géométres indiens sous une forme plus
élégante, plus systématique. Pour la résolution des problémes, ils
avaient imaginé l'analyse indéterminée du premier degré et du se-
cond degré; on en retrouve des exemples sur les papyrus el les
obélisques des Egypliens.

L’extraction de la racine carrée d’'un nombre entier A ayant été

reconnue impossible, en démontrant qu’on ne pouvait résoudre en

nombres entiers I'équation

xr*—Ay?=o,
ils avaient remplacé celle-ci par I'équation, dite de Prrr,

xrt—Ayr=-b1.

Les ouvrages de Branmecurra et de Brascara Acmarva don-
nent la maniére de déduire, d’une seule solution, toutes les autres
solutions entiéres d'une équation indéterminée du second degré a
deux inconnues, et cette analyse, que nous attribuons & EvLEr et
a Lacrance, était connue aux Indes depuis plus de dix siécles!
Mais nous devons rappeler surtout 'admirable et rapide procédé

d’extraction de la racine carrée que nous expliquerons sur \/E.
On considére 2 comme le produit des nombres 1 et 2; on en prend
la moyenne arithmétique et la moyenne harmonique, et I'on ob-
tient les deux nombres £ et § dont le produit est égal a 2; en répé-

tant sur ces deux nombres 'application du procédé, on obtientles

deux nombres Y et

12
8146

812, et ainsi de suite. On arrive ainsi rapidement a deux suites de

de produit 2, puis les deux nombres 3 et

24
(]

nombres : les moyennes arithmétiques et les moyennes harmoni-
ques. On démontre facilement par le calcul ou par une figure géo-
métrique que les premiéres vont en décroissant, en surpassant \/;
que les secondes vont en croissant sans dépasser \/2, el que la
différence des deux moyennes du méme rang décroit avec une trés
granderapidité.
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En effet, ce procédé revient a 'emploi simultané des fractions
continues et du calcul par logarithmes, puisque I'on calcule les
réduites du développement de \/; dant les indices vont en progres-
sion géométrique; et ainsi, pour écrire et non pour calculer les
deux moyennes dont le rang est 64, il faudrait, par ce procédé
de Baupuavana et d'Arastamea, plus de deuxr cent millions de
stecles!

Nous avons cherché pendant longtemps l'extension de ce pro-
cédé aux racines cubique, biquadratique, etc.; le lecteur en trou-
vera les premiéres notions dans I'Addition X. Nous en avons di-
duitun procédé de généralisation indéfinie des fractions continues.
en supprimant, comme il fallait s’y attendre, l'algorithme incom-
mode et défectueux de Cararpr et de Brounker, et en nous ser-
vant de la théorie des substitutions linéaires.

C’est encore a Pyruacore, qui l'avait peul-élre empruntée aux
Indiens, que V'on attribue I'idée des triangles rectangles numdé-
riques, c’est-a-dire ceux dont les cotés sont des nombres entiers
tels que 3, 4, 5. En généralisant la méthode de Pyruacone, qui
repose sur le théoréme du carré de Phypolénuse, on obtient la

formule suivante

{(rt—s2)? - (ars)t =(r*+ )2,

que ProcLus a attribuée a Praton (430-347 av. J.-C.). Nous dé-
montrerons, dans le second volume, que cette formule renferme
sans exception tous les triangles rectangles primitifs (c’est-a-dire
ceux dont les c6tés sont des nombres premiers entre eux), quand
on y remplace r et s par des nombres premiers entre eux, mais
de parité différente. Cette étude a été développée surtout par Dio-
ruante, 4 I'Ecole d’Alexandrie, puis par les Indiens et par les
Arabes. Desle 1v¢ siécle de notre ére, le géométre indien Brasmz-
aupra donnait des formules plus générales pourle triangle et pour
le quadrilatére inscriptible dont les cotés, les diagonales, les
rayons des cercles tangents a lrois cotés, la surface, elc., sont
des nombres entiers; et 'on peut dire que la science arithmé-
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tique principale des Arabes d'Orient et d'Occident, jusqu'au
xv1® siécle, fat consacrée a I'étude de ces figures et a leur classifi-
cation.

Nous présenterons ici quelques développements sar des théo-
ries qui paraissent étrangéres i notre sujet, afin de montrer
I'extréme importance de I'identité de Prarox e, par suite, méme
en ce cas particulier, le réle universel de I'Arithmétique. Si I'on
pose

P s
tang - = -
8,7
on a, comme l'on sait,
cos _ ri—g? ino o 278 ¢ 27rs
c?*,--z_'_sz’ B ?'*,2_%32’ ang?‘,-z__ﬁ'

on peut donc exprimer toutes les lignes Lrigonométriques d’un
arc ¢ et de tous ses multiples par des fonctions rationnelles de
la tangente du demi-arc, c’est-d-dire de 7 et de s. Et ainst toute la
Trigonométrie rectiligne n’est que le développement de calculs
qui reposent sur cette identité. — On la retrouve continuelle-
ment dans la théorie analytique des sections coniques, pour les
équations

x

a

Wi

x? - y? = e2y?, ar? -+ by + ca?l=o,

soit que 'on rapporte ces courbes a deux systémes de diamétres
conjugués, soit & un foyer, soit 4 un triangle autopolaire. Par
suite encore, celte identité se reproduit constamment dans les
théories des coénes du second ordre et des coniques sphé-
riques.

Iidentité de Prarow généralisée conduit 4 la formule
(r24s2) (r} 4+-5}) = (rri— 8102 4 (rs; -+ 1, 5)2;

celle-ci permet de résoudre le probleme de trouver des triangles
rectangles numériques dont Ihypoténuse est égale au produit
des hypoténuses de deux autres; elle est due aux géométres
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indiens et se trouve dans le Liber gquadratorum de Fisonaccr
{1202). En supposant r—=r, et s =s,, on retombe sur I'identité
précédente. Cette formule exprime que le produit d’une somme
de deux carrés par une somme de deux carrés est égale a une
somme de deux carrés; on dit encore que le module du produit de
deux nombres imaginaires est égal au produit des modules. On
démontre que toules les solutions cntiéres de I'équation indé-
terminée

xrz _|_.}/2 -z
sont données par la formule
s=(r+siyt=ux+ yt {(mod 2 + 1},

et ainsi la théorie des nombres imaginaires, la formule de
Moivre, elc., découlent encore de l'identité de Praton. Celle-ci
permet encore de faire disparaitre l'irrationnalité apparente de

nombreuses formules contenant le radical '\z/m, pour faire dis-
paraitre le radical on exprime x et y en fonction rationnelle de »
et de s, par I’équation précédente. Plus généralement, on peut rem-
placer l'expression (x? + y?) placée sous le radical, par une
forme quadratique binaire quelconque (az?® + 2bxy + cy?). Ces
transformations importantes trouvent continuellement leur emploi
dans la théorie des équations, dans celledes courbes algébriques et
dans le Calcul intégral. Lorsque la quantité placée sous le signe
d’intégration est une fonction rationnelle de la variable z et des

radicaux /& — a, /& — b, ou encore une fonction rationnelle de

la variable «# et du radical \/m, on raméne le pro-
bléme, par l'identité de Praron, a U'intégration d’une fonction
rationnelle d’une autre variable. Il en est de méme lorsque le
signe d’intégration renferme une fonction rationnelle des lignes
trigonométriques des multiples et des sous-multiples de la va-
riable.

« L'Arithmétique de DiopnanTE, qui eslL entiérement consa-
crée aux problémes indéterminés, contient un grand nombre de
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questions qui, par leur difficulté et la subtilité des artifices, don-
nent une grande idée du génie et de la pénétration de l'auteur,
surtout quand on considére le peu de ressources qu'il pouvait
employer; mais, comme ces problémes demandent plutét de
I'adresse et des procédés ingénieux que des principes difficiles,
et qu’en outre ils sont trop particuliers et conduisent rarement a
des conclusions générales, cet ouvrage semble plutdt avoir fait
époque dans l'histoire des Mathématiques, parce qu’il fixe les
premiers vestiges de I’Algébre, qu’avoir enrichi 1'Arithmétique
transcendante par de nouvelles découvertes. La science est bien
plus redevable aux modernes, parmi lesquels peu d’hommes, a la
vérité, mais tous dignes d'une gloire immortelle, Fermar, EuLkr,
Lacnance, LeEcEnpre (et un petit nombre d’autres), ont ouvert
I'entrée de cette science divine et ont découvert la mine inépui-
sable de richesses qu’elle renferme » ().

Cependant I'ouvrage de DioprANTE contient, en germe, la plu-
part des questions de notre science moderne. Dans un mémoire
adressé, en 1770, & ’Académie des Sciences de Berlin, Lacrance
s'exprime ainsi @ « C'est un théoréme connu depuis longtemps que
tout nombre entier non carré peut toujours se décomposer en
deux, ou trois ou quatre carrés entiers, mais personne, que je
sache, n’en a encore donné la démonstration. M. Bacuer ne Méz1-
RIAc esl le premier qui a1t fait mention de ce théoréme; 1l parait
quil y a été condumt par la question 31 du 1V¢ Livre de Dio-
pHANTE, ou le théoréme dont nous parlons est en quelque sorte
tacitement supposé; mais M. BicgEr s’est contenté de s’assurer de
la vérité de ce théoréme par induction, en examinant successive-
ment tous les nombres entiers de 1 jusqu’a 325; et quant ala dé-
monstration générale, il avoue qu’il n’avail pas encore pu y par-
venir ». ('est en recherchant la démonstration de ce théoréme, en
procédant du simple au composé, en déterminant quels sont les
nombres, qui sont égaux i une somme de deux carrés, d’'un carré

(') Gauss, Préface des Disquisitiones arithmeticee, d’aprés la traduction de
PouLLET-DELISLE; Paris, 1807.
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et du double ou du triple d’'un autre carré, que FErmaT parvint &
I’énoncé de nombreux théorémes sur les nombres premiers gui
peuvent étre représentés par les formes

zT+ yt, xt4-2y%, a4 3y%, ..

tels sont les premiers jalons posés dans le champ immense de la
théorie des résidus et des formes quadratiques.

En généralisant I'équation donnée par le carré de I'hypoténuse,
FermaT énonce et démontre cé théoréme que la somme ou la dif-
férence de deux bicarrés n'est jamais un carré, ou, en d’autres
termes, qu’on ne peut trouver des nombres entiers ou fractionnaires
qui vérifient I'équation

ah e yh= 57;

puis il écrit sur une page de son exemplaire de Diorrante I'é-
noncé d’'un théoréme, dont il assure avoir la démonstration, mais
I'exiguité de la marge ne saurait la contenir.

Cette proposition connue habituellement, sous le nom de der-
nier théoréme de Fermat, s’énonce ainsi : Il est impossible de
résoudre, en nombres entiers ou fractionnaires, I’équation tn-

déterminée
aP iyﬂ = zP,

dans laquelle p désigne un nombre entier plus grand que 2.
Pour p =3, le théoréme, énoncé avant Feamat par les algébristes
marocains, a été démontré par Evier. Puis Lecenore le démontra
pour p = 10, Lamé pour p = 7, Leseune-Diricaver dans le cas de
p = 5; enfin M. Kumumer, pour tous les exposants pairs et pour
un grand nombre d’exposants premiers, mais beaucoup échappent
encore & sonanalyse. Parmiles plus grands mathématiciens qui, de-
puis plus de deux siécles, ont aussi recherché vainement la solu-
tion de ce probléme, qui semble jeté comme un perpétuel défi a
'intelligence humaine, nous signalerons encore les essais intéres-
sants de Sopnie Geamain, d’ApeL, de Liouviiie et de LesescuE.
Et Gauss lui-méme s’en est occupé trés longtemps, bien qu’il n’y
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fasse aucune allusion dans ses Disquisitiones, et qu'il ait écrit que
I’Analyse indéterminée était distincte de la Théorie des nombres.
Nous en donnerons une preuve irréfutable; c’est la VII® section de
son ouvrage, la plus belle, la derniére, dans laquelle il transforme
de tant de maniéres le quotient de (2P —yP) par (x —y); clest
par 1a qu'il rencontre au détour sa célébre proposition sur la divi-
sion de la circonférence en parties égales.

Bicurr, dans son Commentaire sur I'Arithmétique de Droruante,
pose encore ce probléme de troyver deux nombres entiers ou
fractionnaires dont la somme ou la différence des cubes soit égale
4 la somme ou a la différence des cubes de deux nombres donnés,
ce qui revient & la résolution de I'équation indéterminée du troi-
sieme degré

(1) = pI= Az,

en nombres entiers. Alors il y a lieu de rechercher dans quels cas
cette équalion est possible ou impossible, pour les valeurs données
de A el, dans le cas de possibilité, de trouver toutes les solutions
de 'équation. Evrer et Lecenore ont démontré que I'équation est
impossible lorsque A est égal a 1, 2, 3, 4, 3, 18 et 36 ; mais Lg-
GENDRE s'est trompé pour le cas de A =6, car nous avons dé-
montré le théoréme suivant, dans I’ American Journal (t. II) et
dans le Bulletin de la Société mathématique (t. VIII) : Pour
que Uéquation (1) soit vérifide par des valeurs entiéres de A,
x, ¥y 3, i faut et il suffit que A soit de la forme A (A )vs.
Pour A =1, u =12, v=1, on trouve A =6 et en particulier la so-
Iution # == 17, y = 37, s = a1, qui avait échappé A I'altention
de Lecenore. Nous devons encore citer ici les beaux théorémes
de M. Syrvester et du R. P. Perin @ S/ Py Pioet g, q, dési-
gnent des nombres premiers des formes respectives (18n +5)
et (18n+-11), 1l est impossible de résoudre U’équation (1)
lorsque A prend les valeurs

D, 2p, 9p; P 4p% 9pt; pg, piql;
7:49,99; 9% 29% 99%; ppl oqql.
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Lorsque 'on remplace, dans Péquation (1), I'exposant 3 par
'exposant 5, il existe encore de nombreux cas d’'impossibilité,
pour des formes générales du nombre A qui ont été indiquées par
Drrichier et par Lesescue. Mais, d’autre part, sil’on revient i cetle
équation, dans les cas ot elle est résoluble, il y a lieu de recher-
oher toutes les solutions. Feruar, Lacrance et Cavcry ont donné
le moyen de déduire d’une premiére solution une syite indéfinie
d’autres solutions par deux procédés qu’il est plus facile d’expli-
quer par des considérations de Géoméirie analytique. Soient
(#, 7, z) les coordonnées homogénes d’un point P d’une cubique
ayant pour équation cartésienne f(z, ¥, ) = o. Si les coordonnées
du point P sont rationnelles, elles fournissent une premiére solu-
tion en nombres entiers de Péquation indéterminée du troisiéme
degré. Si 'on méne la tangente en P, celle-ci rencontre la cubique
en un point unique P’ dont les coordonnées, encore rationnelles,
représentent une autre solution de I'équation, et ainsi de suite ;
c’est 1a le procédé de Fenmar. Mais la droite PP’ rencontre la cu-
bique en un point unique P’ dont les coordonnées sont encore
rationnelles; on déduit ainsi de deux solutions une troisiéme, et
ainsi de suite; cela revient au procédé de Lacrance et de Caveny;
alors il s’agit de classer les solutions obtenues par l'application
successive des deux procédés. Cette classification s'obtient par une
admirable théorie imaginée par M. SYLVEsTER, et qui s'appelle R¢-
siduation. Mais il reste a savoir si 'on obtient ains; toutes les
valeurs entié¢res des inconnues; malgré tant d’efforts, la question
n’est pas encore résolue, méme dans les cas les plus simples. Nous

réserverons pour les volumes qui suivront 'indication de méthodes

qui peuvent servir 4 obtenir de nouveaux résultats dans I'Analyse
indéterminée cubique et biquadratique, et dans celle des degrés
supérieurs.

C'est en généralisant d’ane autre maniére le théoréme de Ba-

cuET que Frrwmar énonce ce théoréme : Tout entier est une
somme de trois triangulaires, de quatre carrés, de cing pen-

tagones, de six hexagones au plus, et ainsi de suite. La démon-
stration de ce théoréme, cherchée vainement pendant deux sidcles,
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n’a été obtenue pourla premidre fois, que par Cavcny qui a perfec-
tionné le théoréme, en modifiant 'énoncé. Mais aprés toutes ces
propositions de Fenuar que l'on considére comme les derniéres,
il y en a d’autres encore. Nous publierons, & lasuite de cet ouvrage,
d’aprés les extraits d'ane correspondance et de manuscrits inédits,
les énoncés et le commentaire de vingt-deux propositions aussi
difficiles, aussi inaccessibles,

Il nous reste 4 indiquer, dans une revue rapide, les applications
utiles et intéressantes de I’Arithmétique. En laissant de c6té son
role universel dans toutes les sciences, sur tout ce qui se compte
et se mesure, nous signalerons d’abord 'Arithmétique sociale
qui s’occupe des calculs de la banque, du commerce et de 'indus-
trie, des assurances, de la statistique, etc. Par la considération du
triangle arithmétique, Fenmar et Pascar ont jeté les premiers fon-
dements du Calcul des probabilités et ses applications aux jeux de
hasard et aux jeux de combinaisons. Le jeu du taguin, qui obtint
naguére un si grand succés, est une figuration intéressante de la
distinction des permutations en deux classes et du théoréme de
Biézour pour définir les signes des termes d’un déterminant; et,
d’ailleurs, tout théoréme de Géométrie, d'Algébre ou d’Arithmé-
tique peut donner lieu & l'invention d’un jeu correspondant. La
doctrine des combinaisons trouve encore son application directe
danslaCryptographie, en imaginant avec Carpax, Porra et Bacon,
des systémes de correspondance secréte pour la diplomatie et les
armées en campagne, ou en cherchant des procédés de déchiffre-
ment comme cenx de VikTe et de M. Kenckuorrs.

Aux divers systémes de numération se rapportent le baguenau-
dier, qui est une transformation du boulier du systéme binaire,
ain:i que la Tour d’Hanok, que nous avons publiée en 1882, et
le jeu indien de Tchonka-Rouma; dailleurs, on peut 1maginer
des appareils du meéme genre pour tous les systémes de numé-
ration. C'est encore A cette théorie qu'il faut rattacher beaucoup
de problémes sur le jen de dames el le jeu d'échecs; en parti-
culier, nous citerons le probléme des reines dont la solution a éLé
donnée par Gauss pour I'échiquier ordinaire.
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Dans la Géométrie de situation, on doit rappeler le probléme
des ponts de la Pregel, traité par EuLen, les divers problemes sur
les réseauz, les labyrinthes, les arbres géométriques et le jeu de
dominos; le jeu du solitaire, dont la théorie a été ébauchée par
Leieniz, le jeu icosien d' HamiLron, etc. Le théoréme des quatre
couleurs, posé par Gorarie et démontré par M. Kemre, trouve
son utile emploi dans la Cartographie, pour le coloriage des
cartes avec un nombre minimum de couleurs. Nous rappellerons
encore les essais de VanpErmonne sur la Géométrie des tissus a fils
curvilignes et les résultats obtenus par M. Tarr, professeur de
’Université d’Edimbourg, dans la Géométrie des neeuds, par des
considérations difficiles sur la partition des nombres.

La théoric des nombres premiers trouve d'importantes applica-
tions dans les diverses dispositions des tours e fileter; nousy
rattacherons le probleme de Moxer, concernant le battement d’un
jeu de cartes, qui est une figuration intéressante de diverses par-
ties de la théorie des substitutions. C'est par 'application de plu-
sieurs théorémes de FErmaT que nous avons pu obtenir la classifica-
tion des armures fondamentales dans la Géométrie du tissage pour
les tissus a fils rectilignes. Depuis, c’est par Uemploi de cette mé-
thode que nous avons trouvé une démonstration trés simple des
théorémes de Lrcenore et de Jacost sur la loi de réciprocité des
résidus quadratiques.

Enfin, c'est en cherchant i ranger, & classer les rouages et les
engrenages, que deux horlogers sont parvenus i des résuliats inlé-
ressants et inattendus dans la théorie des nombres. En 1814, Farey
énonce A la Société philomathique des propriftés remarquables
sur les suites de fractions rangées par ordre de grandeur et dont
les termes ne dépassent pas des nombres donnés; ces propriétés
ont été démontrées par Cavcry, amplifiées et perlectionnées par
Lesrune-DicicarLer et, tout récemment, par M. Syivesten. En
1862, Brocor, dans un ouvrage sur le Caleul des rouages par
approximation, a posé, sans s'en douter peul-étre, des lois
fondamentales pour la formation et la classification des nombres
commensurables.
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Nous avons inséré, dans ce premier volume, beaucoup de ces
applications de I'Arithmétique, soit dans le texte, soit dans les
exercices. Les autres trouveront leur place dans une nouvelle édi-
tion de nos Récréations mathématiques, afin de mettre a profit
cette pensée de Pascar : « Les matidres de Géomélric sont si sé-
ricuses d'elles-mémes, qu'il est avantageux qu'il s'offre quelque
occasion pour les rendre un peu divertissantes. »

Paris, juin 18g1.

THEORIE DES NOMBRES.

TOME 1.

LIVRE I.

LES NOMBRES ENTIERS.

CHAPITRE 1.

ADDITION DES NOMBRES ENTIERS.

1. Les nombres et les signes, — Les nombres sont désignés par
des chiffres ou par des lettres; les opérations sont indiquées par
des signes; I'égalité ou l'inégalité des résultats d’opérations diverses
est indiquée par des signes de relation.

1° Emploi des chiffres et des lettres. — Le systéme de la nu-
mération binaire a été imaginé par Fo-Cnu1, empereurde la Chine
(3500 av. J.-C.). La numération décimale vient des Hindous et
nous a é1é transmise par les Arabes. On ignore le nom de I'inven-
teur du zéro.

Les lettres pour représenter les nombres ont été employées pour
la premiére fois par Vikre. Habituellement, les premicres lettres
de I'alphabet «, &, ¢, ... désignent les nombres connus, et les
derniéres z, ¥, z les nombres inconnus.

2° Emploi des signes d’opération.
== Les signes + et — de P'addition et de la soustraction sont dus
a4 Wromanw (1489) :
axb.

.>< Le point comme signe de¢ la multiplication est dt-4 Lerniz
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ct le signe >< se trouve dans l'ouvrage d’OvenTRED intitulé :
Clavis mathematica (1631). Dés 1544, SmiEreL, dans son
Arithmetica integra, n’employait ancun signe et désignait le
produit de deux nombres en les plagant l'un apres Pautre :

a.b, axb, ab.

: Le signe : de la division est dd a Lersniz; la barre de fraction

se trouve dans les ouvrages de Fisonaccr (1202); elle est pro-
bablement due aux Hindous :

a* La notation des exposants se trouve dans Fouvrage de Cru-
quer intitulé : Triparty en la science des nombres (1484).

n! Cette notation n! désigne le produit des n premiers nombres
entlers, et se lit factorielle n; elle a été introduite par Krame, en
1808. Les Anglais écrivent | 2.

@"'" Celte notation, imaginée par Krame, désigne le produit de
nombres en progression arithmétique commencant & a et de
raison 7.

EZ Cette notation désigne le plus grand nombre entier contenu

dans la fraction g, et se lit entier de p sur g.

3o Emploi des signes de relation.

— Le signe = de Iégalité est di 2 Recorne (1557). Descarres et
Fermar se servaient du signe oo .

2 Les signes > plus grand que et < plus petit que de l'inéga-
lité ont été imaginés par Harrior (1631).

()[] L'emploi des parenthéses () et des crochets [] a été intro-
duit par Ausert Grraro, en 1829, On se sert aussi parfois du
vinculum, ou d'un trait placé au-dessus d’une expression algé-
brique pour désigner sa valeur numérique ou son ensemble.

= Le signe = de la congruence a é1é imaginé par Gavss. Ainsi
a=b (mod m), qui se lit @ congru & b pour le module m,
veut dire que @ — b est divisible par m. Cette notation est trés
utile dans I'Arithmétique supérieure.
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n , e .
(;) désigne + t ou — 1 suivant que n est ou n'est pas le reste de

la division du carré d’un nombre par un nombre premier p, en
supposant 2 non divisible par p. Ce symbole, di 4 LrcenpRE, a
été généralisé par Jacosr.

9. Addition des nombres entiers. — Formation des nombres
entiers. — La suite des nombres entiers est illimitée ; en d’autres
termes, aprés tout nombre », il y en a un autre (n +1).

Formation des nombres pairs et des nombres impairs. Le nidme
nombre pair est (n -+ nr) ou 2n; le (n -4 1) nombre impair
est (an—+1).

Compter les nombres de trois en trois, de quatre en quatre, etc.

La somme de plusieurs nombres ne dépend pas de l'ordre de

ces nombres !
a+b+c=c+a-+b,

Dans la somme de plusieurs nombres, on peut remplacer plu-
sieurs d’entre eux par leur somme, sans changer le total.

Dans la somme de plusieurs nombres, on peut remplacer I'un
quelconque d’entre eux par plusieurs autres dont il est la somme.

Table d’addition.

Preuve de 'addition, en changeant I'ordre des termes.

3. Suite de Fibonacei. — Silon calcule une suite de nombres
commengant par o et 1, de telle sorte que chaque terme soit égal
4 la somme des deux précédents, on forme la suite

o, 1, 1, 2, 3 5, 8 13 =21, ...
par conséquent, si 'on désigne les différents termes par
Uy, U1, Ug, Uz, Uy, Us, s, U7, Ugy .«.n,
on a la loi de formation
Uprg= Upi1—+ Un.

La suite de Fiponacct posséde des propriétés nombreuses fort intéres-
santes qui seront développées ultéricurement. On en trouve les douze
premiers termes dans le Liber Abbaci (p. 284) pour la question : Quot
paria coniculorum in uno anno ex uno pario germinentur. Gest le
premier exemple connu des suites récurrentes. Cette méme suite a été étu-
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diée par ALeERT GirARD (1633), dans la derniére annotation de sa tradue-
tion du V* et du VI° Livre de I'drithmétigue de DiopHaNTE. Il démontre
que le rapport de deux termes consécutifs de la suite s’approche de plus en
plus du rapport du coté du décagone régulier inscrit dans la cicconférence
au rayon de cette circonférence. Dans un Mémoire présenté & 'Académie
des Sciences de Paris, en 1844, LaME indique application que I'on peut
faire de cette suite & la détermination d’une limite supérieure du nombre
des divisions & faire dans la recherche du plus grand commun diviseur de
deux nombres entiers; l'année précédente BINET en avait montré Pemploi
pour le dénombrement des combinaisons discontigiies. Cette méme suite
a encore été étudiée par PraNa dans ses Réflexions nouvelles sur deuz
Mémoires de LAGRANGE (Acad. de Turin, 1859).

Pour plus de détails, voir nos Recherches sur plusieurs Ouvrages de
Léonard de Pise el sur diverses questions d’Arithmetique supérieure
dans le' Bullettino di Bibliografia da B. BoNcoMpPAGNI {Rome, 1877).

Cette suite posséde la propriélé suivante : la somme des pre-
miers termes consécutifs de la suite, augmentée de 1, est égale
au terme qui suit de deux rangs le terme auguel on s'est arrété.
Ainsi, on a

(1) L Ug~+ Uy Up 0o Uy = Upig)

pour démontrer cette formule, on constate que la propriété indi-
quée est vérifiée pour les premiéres valeurs o, 1, 2, 3, ..., de n.
Supposons donc que la formule ait été démontrée pour n et pour

(n+1);0na
L+ U+ Uy — U+, ..+ Up = Unis,

14+ o+ U+ U+ Uz~ o Upr = Unta;

par conséquent, en ajoutant ces deux égalités et tenant compte de
laloi de formation, on obtient

I+ U+ U+ Uy .. . Upyig— Unq g

cette formule ne différe de (1) que parle changement de 7en (n -+ 2),
puisque ¢, est nul. Donc le théoréme est démontré.

Ce prucédé de démonstration est d'une trés grande importance
dans I'étude de I'Arithmétique ; souvent 'observation et I'induction
ont permis de soupgonner des lois qu'il edt été plus difticile de
trouver a priori. On se rend compte de 'exactitude des formules par
la méthode précédente qui a donné naissance a I'Algébre moderne
parles études de Fermar et de Pascar sur le triangle arithmétique.
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Exemple I. — On a, pour la somme des termes de rang pair et pour
celle des termes de rang impair, les formules

Uy Ug—+ Us+., .+ Ugpg = Uap+2,

-t Ug - Up—+. ..+ Uan = Ugpiq.

4. Triangle arithmétique de Pascal. — Le T'ableau suivant con-
tient les dix premiéres lignes du triangle arithmétique.

Fig. 1.

01 2 3 4 5 6 7 8 9
G q
0,1 . . . . . .
111 1 . . e
211 2 . . .
311 3 I . . N
&1 4 4 I .. .
5/1 5 10 10 3 1 ...
6|11 6 15 20 15 6
711 7 21t 35 35 21 7 1 ., . .
8|1 8 28 56 -0 56 28 8 1 ., .
9 1 9 36 8f 126 126 845 36 9 1

. . “ . (3 . . .

Triangle de Pascal.

Par définition, on forme les termes de chaque ligne au moyen
des termes de la ligne précédente par cette lof de formation : Un
nombre quelconque du Tableau est égal au nombre placé au-
dessus de lui, augmenté du nombre qui précéde celui-ci dans
la méme ligne.

Pour désigner les différents termes du triangle arithmétique, on
numérote les lignes en descendant & partir de o, et les colonnes
successives de gauche a droite, & partir de o; le terme contenu
dans la ligne de rang p et dans la colonne de rang g estindiqué par
C?. Avec cette notation, la loi de formation du triangle s’écrit

Coti= gt oy,

Par hypothése, on a C3 =1, pour toute valeur enti¢re de p, et
méme pour p = 0. On apergoit d’ailleurs immédiatement que le
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nombre des termes de chaque ligne augmente continuellement
de 1; on pcut supposer le tableau indéfiniment allongé dans le
sens Gg—-, ct on posera, par convention,

Cf =o,

pour tout entier ¢ plus grand que p.
Il résnlte immédiatement de la loi de formation que, si I'on re-
présente par

(A) I oa, b, .., b a, 1
une ligne quelconque du triangle, la suivante sera
{B) I, 1+a, a+&, ..., b+a, a-+1, 1;

par conséquent, dans une ligne quelcongue du triangle arithmé-
tigue, les termes a égale distance des extrémes sont égaur.
D’aatre part, la ligne (B) du triangle contient deux fois tous les
termes de la ligne (A) qui précede; la somme des termes d'une
ligne du triangle arithmétique est le double de la somme des
termes de la ligne précédente; on a donc la formule

1+Cl+Ci+...+Ch=ap,

Un nombre quelconque du triangle est égal i la somme de
tous les termes placés au-dessus de lui dans la colonne précé-
dente.

En effel, considérons, par exemple, le terme C} =126; on a,
d'aprés la loi de formation, les égalités ci-dessous dont il suffit de
faire Ja somme, en supprimant les nombres égaux dans les deux
membres de I'égalité obtenue

126 = 70 + 56
70 =35+ 35
35 — 15 + 20

1h= 5+ 10

126 = 56 4+ 35 4- 20 4 10 + 4 + 1.

Un nombre quelconque du triangle est la somme de tous les
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nombres d’une diagonale descendante ™ aboutissant au-dessus
du nombre considéré. Cette propriété se démontre comme la pré-
cédente; ainsi I'on a, par exemple,

126 =70+ 35+ 15+5 + 1.

Si Lon fait les sommes successives des nombres du triangle
qut sont contenus dans les diagonales ascendantes o7, on repro-
duit la suite de Frsonaccr ('),

En effet, si 'on considére les deux diagonales ascendantes et con-

sécutives
. 1, 5 6 1. TOTAL...... 13,

1, 6, 10, 4. . ] I

et si 'on fait la somme, dans chaque colonne, on trouve la diago-
nale suivante :

I, 7, 13, 10, TI. Torar...... 34

Par conséquent, la somme des nombres d'unc diagonale ascendante
est égale & la somme des nombres renfermés dans les deux diago-
nales précédentes.

5. Tableau de sommes. — Considérons une suite de quantités ran-
gées suivant une premicre colonne verticale; désignons ces quan-
tités par o, 1y, Uz, ... . Avee une quantité quelconque, que nous
désignerons par Zu,, nous formerons une seconde colonne & coté
de la premiére, par les égalités

Tuy=uy+ Zuy,
Ty — Uy + Uy,

(]) Zuz=— u-;—l—Sug,
Eup_H:: u[,+ Eu’;-

Avec une seconde quantité que nous désignerons par 2*u,, 'in-
dice de X désignant une nouvelle colonne, nous calculerons la troi-
sitme colonne par la lo1 de formation

(2) Dupy=Zuy~+ Zuy;

{*) BiNET, Sur le dénombrement des combinaisons discontigiies (Comptes
rendus, t. XVII).
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c’est-a-dire que nous déduisons la troisiéme colonne de la seconde,
de la méme maniére que nous avons déduit la seconde de la pre-
miére. Par conséquent, avec les deux suites limitées ou illimitées

Uy Uy Uy Ug vy

Uy 1 22 z2 [£5) Z3u0 aeey

on forme un Tableau de sommes dans lequel I'indice des X désigne
le rang de la colonne et celui des u le rang de la ligne ( fig. 2), par
la loi générale de formation

Be9Hlyp = Zqup+ Z9+1 up.

Fig. 2.

uy Zu, Zuy XPuy, Ztu, ...
u, Tuw Xy, Zdu; Bl
U, Zu, Z?u, Xlu; IZhwu,
us Zuy Z2us ZPuy Btuy ...
u, Lu, Z'u, 23y, Ity ...

Tableau de sommes.

En d’autres termes, le Tablean posséde par définition la pro-
priété suivante : Un nombre quelconque, a l'intérieur d’un Ta-
bleau de sommes, est égal au terme placé au-dessus de lu,
augmenté du terme qui précéde celui-ci.

Lorsque les termes de la premicre colonne sont égaux a 1, et
ceux de la premiére ligne qui suivent z, & zéro, on retrouve le
triangle arithmétique. Comme le triangle, ce Tableau devenu rec-
tangle posséde des propriétés analogues. Si l'on ajoute les éga-
lités (1) en supprimant les quantités égales de part et d’autre, on a

Zup_H:Euo—l— U+ U+ U+ e s + Up.

De méme, si 'on ajoute les égalités obtenues en remplagant p
par o, 1, 2, ..., p, dans I'égalité (2), on trouve

ypy=Rwp+ g+ Xy + Zug+ ...+ Zup;
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et de méme, en général,
Loy = B9y + S0y + E9uy+ ... + E9u,.

Cette relation subsiste lorsque l'on augmente tous les indices
des X d’un cntier quelconque; d’ailleurs, on suppose par conven-
tion 20 up, = u,, pour l'indice zéro des E. De méme, puisque I'on
peut supposer que le Tableau commence 4 une ligne quelconque,
on peut augmenter tous les indices des u d'un entier quelconque .
On a donc la formule générale

(3) Xy+1 Upipg+1= Zg+1 Wy + Equa—’— Equm_p]"“' sea == Equa_;_p.

Par conséquent : Tout nombre de l'intérieur d'un Tableau
de sommes est égal a. la somme d’un nombre quelconque de
termes consécutifs placés immédiatement avu-dessus de lui dans
la colonne précédente, augmentée du terme qui suit le plus
élevé de celle-ci.

Reprenons la premiére des relations (1). En passant 4 la ligne et
a la colonne suivantes, ¢’est-d-dire en augmentant successivement
I'indice de Z et celui de u d’'une unité, on obtient les égalités

Ty = Uyt Z Uy,
22u2=2 u1+22u1,
S3gy = 52 gy + S3u,,
ter st ety

EpHly, = ZPu,+ ZPHlu,.

En les ajoutant et en supprimant les parties égales dans les
deux membres, on a

(4) ZPHlyp = o+ Zug4- 22y - . - EPHug;

cette relation subsiste dans toute I'étendue de la Table, et I'on peut
augmenter d'un entier quelconque « l'indice des u. On trouve
ainsi la somme des nomhres conséeutifs d'une diagonale descen-
dante ™ , tandis que la formule (3) donne la somme de nombres
consécutifs d'une colonne | .

Sil'on suppose les nombres du Tableau placés sur les cases
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d’un échiquier fini ou indéfini zOZ, la connaissance de deux suites
de nombres placés dans-les cases grises { fig. 3) permet de remplir
toutes les cases de I'échiquier au moyen de 'opération indiquée par
A{ fig. 4), lenombre contenu dans la case noire étant égal 4 lasomme
des nombres contenus dans les deux cases grises supérieures. Cette
figure, qui se reproduit dans toute I'étendue de I'échiquier, est la

Fig. 3.

Echiquier arithmétique.

représentation géométrique de la loi. de formation du Tableau des
sommes.

51 Uon remplace la case grise de droite, dans A (fig. 4), par
la somme des nombres contepus dans les deux cases de la ligne

Fig. 4.

Sommation par colonnes.

précédente, on obtient la fig. A,; puis, en répétant la méme
opération, on a encore les fig. A;, Ay, Ay, .... Dans chacune
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d’'elles, le nombre de la case noire est la somme des nombres con-
tenus dans les cases grises.

Au lieu de remplacer la case grise de droite, on peut remplacer
celle de gauche, dans A, et I'on obtient B,, By, By, ... (fig. 5), qui
correspondent 4 la seconde propriété du Tableau des sommes.

Fig. 5.

5

Sommation par diagonales.

La juxtaposition d'un nombre quelconque de ces figures donne
autant de relations que I'on veut, et ainsi dans C et D (fig. 6); la
somme des nombres renfermés dans les cases noires est égale a
celle des nombres contenus dans les cases grises.

Sommation par transversales.

La fig. C nous montre comment on peut déduire Ia suite de
Fieonaccr des diagonales ascendantes du triangle arithmétique.

6. Généralisations du Tableau des sommes et de la suite de Fi-
bonacci. — On peut considérablement amplifier les considéra-
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tions qui précédent; ainsi, par exemple, le Tablean (fig. 7) est
Fig. 7.

LI B
2 3 2 1
i 3 6 7 6 3

4 10 16 19 16 10 4 I

tel, qu'un terme quelconque est la somme de trois termes consé-

cutifs de la ligne précédente, comme l'indique A’ ( fig. 8).

On pourrait de méme construire des tableaux arithmétiques des
divers ordres par la considération des fig. A”, A", ....

De méme on généralise la suite de Fibonacel en calculant par
additions successives des termes vérifiant la loi de récurrence

Un+3 = Up+g -+ Uns1+ Un,

et prenant trois lermes initiaux quelconques wuy, w,, u, et, plus
particuliérement, les nombres o, 0, 1. On obtiendra ainsi les séries
récurrentes les plus simples pour les divers ordres.

Remarque. — On observera que les propriétés de ce Chapitre
peuvent s’exprimer seulement au moyen du signe + de l'addition
et de son symbole extensif . Elles se déduisent toutes de I'axiome
fondamental des Sciences mathématiques : Le nombre est indépen-
dant de la nature, de l'ordre et des divers groupements de ses
unités.

Ezemple I. — Le triangle cabalistigue. — C’était une figure mysté-
rieuse et magique 3 laquelle on attribuait la vertu de prévenirles maladies
et méme de les guérir; elle était composée avec les lettres du mot ABRA-
CADABRA et révérée comme une divinité (_fig.9). Cependant, nous pensons
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que cette figure représentait, pour les initiés, les propriétés du triangle
arithmétique et des combinaisons. Dans les ouvrages de TARTAGLIA, comme

Fig. 9.
A
B.B
R.R.R
A.A AL A
c.c.c.Cc.qc
A.A.A.‘A.A.A
D.D.D.D.D.D.D
A.A . A A A.A.A. A
B.B.B.B.B.B.B.B.B
R.R.R.R.R.R.R.R.R.R
ALA A AL AL A A A A.A A

L’Abracadabra.

dans ceux des Chinois, la disposition du triangle arithmétique est la méme
que celle du Tableau suivant ( fig. 10):

Fig. 10.

Le triangle de Tartaglia.

De combien de maniéres peut-on lire le mot ABRACADABRA en com-
mengant par la ligne supérieure et descendant aprés chaque lettre & une
des deux lettres voisines de la ligne située immédiatement au-dessous?

Il y a une seule maniére de lire la premiére lettre A; puis une maniére
de lire AB 4 droite et AB a gauche; pour lire ABR, on peut terminer a
I'une des troislettres R, et les nombres de lectures sont respectivement
i, 2, 1. Pour lire ABRA, il y a quatre maniéres de terminer, sur la qua-
tri¢me ligne, et pour chacune d’elles le nombre des lectures est respecti-
vement 1, 3, 3, 1, et ainsi de suite. Ainsi ces divers modes de lecture re-
présentent la construction du triangle arithmétique; par conséquent, le
nombre total des lectures est égal & la somme des termes de la onziéme
ligne du triangle, c’est-a-dire a 2%,

Exemple II. — Si I'on remplace les points de chaque ligne de ’'Abraca-
dabra par des lettres semblables pour la méme ligne, on peut encore dé-
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terminer Je nombre des maniéres de lire le mot cabalistique. Le nombre
deg lectures se calcule parle Tableau ( fig. r1).

Fig. 11

I

T 1oI
1 2 3 2 1
1 3 6 » 6 3

1
1 4 1016 1916 10 4 1

- . . .

Marches du roi des échecs.

Chacun des nombres du Tableau est égal au nombre placé au-dessus de
lui, augmenté des deux nombres voisins; la somme des nombres de chaque
ligne est une puissance de 3. DVailleurs, nous verrons plus loin que le
triangle de Pascal représente les coefficients du développement de la puis-
sance (& -+1)% du bindéme, et que le Tableau précédent représente les
coefficients du développement de (#?+ o +1)~.

Le calcul précédent permet de déterminer successivement le nombre
des marches du Roi au jeu des échecs, en supposant que le roi avance
continuellement d’un rang vers le camp opposé, sur un échiquier illimité,
c'est-a-dire en progressant par cascs consécutives dans les trois sens
¥ Y - Mais, dans le cas d’un échiquier limité, il faut mettre des zéros
sur les cases qui correspondraient & l'extérieur de I'échiquier, tout en con-
servant la méme loi de formation.

Exemple 11I. — De combien de maniéres un pion du jen de dames, placé

Fig. r1a.
11 1
1 L
21 1 . 1
3 2 (
61 2 . 3 . 1
10 A 1 1
2005 . 9g . 5 . 1
35 14 .13 . 6 L
Tl 14 . 928 .20, 7 . 1
126 - 47 . 48 37 . 8 .1

Marches du pion du jeu de dames.

en un coin du damier, peut-il se rendre sur le bord opposé, c’est-a-dire en
progressant par cases consécutives dans 'un des deux sens / et ) .
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On forme un Tableau comme celui du triangle arithmétique, dans lequel
chaque nombre du Tableau est égal a la somme des deux nombres de la
ligne précédente qui sontles plus rapprochés { fig. 12). Sil'on fait]Ja somme
des nombres de chaque ligne, ainsi que nous I'avons calculé a gauche de la
figure, on trouve pour le damier de 10 cases de cdté que le nombre demandé
est 126.

En général, si le damier a 22 cases de cdté, le total de la derniére ligne
est égal au nombre G 5,1, du triangle de Pascal, et si le damier a (27 +1)
cases de coté, le total est égal 4 Cf .

Exemple IV, — On trouve dans le tome IV du Recueil des Machines
de U Académie des Sciences {1704) la description d'un appareil ingénieux
pour opérer automatiquement 'addition et la soustraction, et qui appar-
tient au Conservatoire des Arts et Métiers; c¢’est 'dbagque de PERRAULT.
Tout récemment cet appareil a été perfectionné et publié, i Paris, sous
le nom d’Arithmographe de TRONCET.
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CHAPITRE II.

SOUSTRACTION DES NOMBRES ENTIERS.

7. Soustraction des nombres entiers. — Reste, excés ou diffé-
rence.

La différence de deux nombres ne change pas lorsqu’on les aug-
mente d’une méme quantité.

Opération de la soustraction par Paddition. — Preuve de l'opé-
ration.

8. Introduction des nombres entiers négatifs. — Convention de
DEescanTes. — Signes des segments.

Quelles que soient les positions respectives A, B, C de trois points
en ligne droite, on a I'identité

AB—+ BC+ CA=o0.

Coordonnées des points d’intersection de deux systémes de droites pa-
ralléles. — Coordonnées des cases d’un échiquier fini ou indéfini. — La no-
tation expressive descases de I'échiquier due A VANDERMONDE, et dérivée du
systéme des coordonnées de DESCARTES, s’applique & un trés grand nombre
de jeux de calcul et de combinaisons, comme les échecs, les dames, le so-
litaire, ctc. Cette méthode, la plus simple, la plus commode, la plus géné-
rale, aurait di étre acceptée depuis longtemps,

Deux cases de I'échiquier (x, ») et (2, ') sont sur une méme paralléle
a la diagonale descendante ~x,silon a & — o' = y —»/.

Elles sont sur une méme paralléle & la diagonale ascendante, si 'on a
@ +-ex’ =3 -— ey, en désignant par ¢ un des nombres +r1 ou — 1. Deux
cases du damier sont de méme couleur, ou de couleurs différentes, si les
sommes x == et &' y’ sont ou ne sont pas de méme parité.

9. Somme algébrique. — La somme algébrique de nombres en-
tiers, posilifs ou négatifs, est indépendante de Pordre des termes.

Pour ajouter plusieurs sommes algébriques, il suffit de les pla-
cer les unes a la suite des autres, avec les signes respectifs de cha-
cun de leurs termes.
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Pour retrancher une somme algébrique, on Péerit & la suite, en
changeant les signes de tous ses termes.

Dans I'égalité de deux sommes algébriques, on peut faire passer
un terme d’un membre dans Pautre en changeaut son signe.

Les théorémes de Taddition s’appliquent aux nowmbres entiers
algébriques, soit que ces nombres proviennent des données, soil
quils proviennent des opérations.

10. Inégalités. — Définition et signes. — Valeur absoluc d’un
nombre négatif,

On peut ajouter ou retrancher une méme quantité aux deux
membres d'une inégalité.

On peut faire passer un terme d’'un membre dans 'autre en chan-
geant son signe.

On peut changer tous les signes des termes d'une inégalité en
changeant le signe de I'iégalité.

On peut ajouter membre a membre des inégalités de méme sens.

11. Tableau de différences. — Soit une suile de quantités quel-

congues
Uy, Uy, Uz, ...y Uy,

81 I'on retranche chacunc d’elles de la suivante, on forme la suite
de leurs différences premiéres, que on représente par

Aug, Auy, Auy, ..., Au,, ...
et 'on a, par définition,
Alp = Uptg — Uye

Si Pon opére sur la seconde suite comne sur la premicre, on
forme une troisiéme suite, les diférences secondes, que l'on
représente par

A2y, Awy, Alus, ..., Alu,, ...,
et'on a, par définition,

Alu, = Aupyg— Aw,.

En général, on forme les différences d’ordre (p +1) de lasuile
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initiale, au moyen des différences d’ordre p, par la relation
Arrluy, = AP U, — AP U,

On construit le Tableau des différences par colonnes, & gauche
de la colonne des «; mais, si on observe que 'on a

AP Upeq = AP Up—+ AP 1y,

on voit que les termes du Tableau jouissent de la propriété qu
sert de loi de formation au Tableau des sommes ( fig. 13).

Fig, 13.
A 4)
Adug | A%uyp | A,y Uy
. Al (23] A? “q Auy [22]
PR A3 [27] A? Uz AU2 Uy
Ad iy Atuy Aug Uy

Tableau de dilférences.

12. Tableau de sommes et de différences. — (Jn peul accoler le
Tableau des différences au Tableau des sommes, en superposant les
colonnes des u, et le nouveau Tableau possédera, dans toute son
étendue, les propriétés du Tableau des sommes que nous avons
représentées par les A, B, C, D ( fig. 4, 5, 6).

En exprimant ces propriétés par des formules algébriques, on
voit que celles-ci subsistent lorsque I'on augmente on que 'on di-
minue tous les indices des I et des A d'une méme quantité, en po-
sant conventlonnellement

Z-ru, = Aru,, E0u, = t,,

A~Pu, = XPu,, A, = t,.

€1 I'on connait la suite des & pour des indices négatifs, on peut
étendre le Tableau indéfiniment dans tous les sens. On progresse
par addition vers la droite — ou vers le bas |, ¢t par soustraction
vers la gauche < ou vers le haut { ( fig. 14).
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Les formules algébriques, équivalentes aux fig. A, B, C, D,
subsistent quelles que soient les valcurs positives, nulles ou néga-
tives, des nombres donnés {qui sont renfermés dans les traits forts)
lorsque I'on angmente les indices des T et des A d’une méme quan-
lité, ou encore les indices des « d'une quantité quelconque.

Fig. 14.

Atpg | A%y | A%2uy | Awy | %o | Duy | Z2ug | Zduy | Zhug

,

Tableau de sommes et différences.

Le Tableau de sommes posséde encore des propriétés impor-
tantes. Sil'on multplie tous les termes par un méme nombre ou
si 'on change les signes de tous les termes, on obtient encore un
Tableau de sommes. Plus généralement, si Pon superpose plusieurs
Tableaux de sommes, aprés avoir multiplié respectivement les
termes de chacun d’eux par des nombres quelconques, les nombres
obtenus en faisant les sommes algébriques dans chaque case for-
ment encore un Tableau de sommes.

13. Sommes alternées. — On appelle somme alternée de n quan-
titds positives ou négatives, iy, iy, Uz, ««., la somme algébrique
de ces quantités prises alternativement avec le signe -4~ et avec le
signe —, c'est-a-dire la valeur de

Wop — Ug+ Uy— Uz, ..



20 LIVRE I. — LES NOMBRES ENTIERS.

Les propriétés qui résultent des fig. A, B, G, D du Chapitre 1
peuvent s’énoncer de la maniére suivante : 51 'on prend avec leurs
signes les nombres contenus dans les cases noires et avec les signes
contraires les nombres contenus dans les cases grises, la somme
algébrique des nombres d’un Tableau de sommes et différences com-
pris sur ces figures est toujours nulle.

Si1l'on déplace A( fig. 4) horizonlalement, en changeant, a chaque
déplacement d'un rang, la couleur des cases, on obtient les figures
telles que I qui permettent de calculer les sommes alternées des
termes d'une méme lhigne ( fig. 15).

En particulier, pour le triangle de Pascal, la somme alternée d’un
nombre quelconque de termes d’'une méme ligne, & partir du pre-
mier, est égale en valeur absolue au terme placé au-dessus du der-
nier dans la ligne précédente.

Sil'on déplace A ( fig. 4), parallélement 4 la diagonale ascen-
dante 7, en changeant a chaque déplacement la couleur des cases,

Fig. 15,

E

Sommation alternée.

on obtient des figures telles que F (fig. 16), qui permettent de
calculer les sommes alternées des termes d’une paralléle a la dia-

gonale ascendante.
Fig. 16.

|
|

Ainsi, pour le triangle de Pascal, la somme alternée de tous les
-termes d’une diagonale ascendante est égale 4 la différence des
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sommes alternées des lermes des deux diagonales précédentes; mais,
s1 l'on calcule les termes de la suite

u(h iy, i, ey Uy,

par la formule de récurrence

Upit = Uy —— Up—1,

avec les conditions initiales w, == 1, #, = 1, on trouve que ces termes
se reproduisent périodiquement de six en six, dans 'ordre

-+1, o, -~-I, —-1, 0, 1

par conséquent, cette somme allernée est toujours égale 4 o ou a

4+ 1oua—ri1.

Rrmangue. — Telles sont les lois qui régissent Paddition et la
souslraction de deux suiles de nombres quelconques, 'une repré-
sentée par u,, lautre par £7u,, cn donnant a n toutes les valeurs
entiéres. On pourrait les étendre & trois suites et plus.

D’ailleurs il nous semble qu’il n’y en a pas d’aulres, s1 'on ne
veut cmpiéter sur le domaine de la muluplication, c’est-a-dire de
'addition des nombres égaux. Toutes ces relations s’expriment au
moyen des signes - et — de 1'addition et de la soustraction, et de
leurs symboles extensifs ¥ et A.

Ezemple I. — On a, dans la série de Fibonacci,
Uyg — U+ Ug— U3+ oo FEUp =EUp—— 1,

z désignant -1 ou —1, suivant que p est pair ou impair.

Exemple IT. — Exprimer, au moyen de la notation C7, les propriétés
qui résultent des fig. A, B, C, E, F pourles termes du triangle de Pascal.
On a

(A) CItl =6 +Cl ., +Cl_y +...+-CF,
(B) G,y = L+ GOt G2
(C) ]+C})+C[2‘,-I+C2_z+.-.: up+2,

Up+g désignant le terme correspondant de la suite de Fibonacci; puis
(F) 1—C)+GC3, —C3 ,+...==0, ou-+1, ou—i;
(E) 1—CL+C2—C3+.,..+:cCl=eC)_y,

¢ désignant -1 ou -—1 suivant que ¢ est pair cu impair.
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Exemple IIl. — Extension du triangle de Pascal. — Ou prolonge
dauns tous les sens le triangle de Pascal, avec la convention C} =1, pour
toutes les valeurs entiéres de p, positives, nulles on négatives.

Fig. 17.

1 —4 +10 —20 —+35

1 —3 -6 10 =15

1 —2 -3 -4 +5

1T —1 +1 -1 =41
o 0 0 1 0 0 0 0

1 1

1 2 i

1 3 I

1 4 6 4 1

Extension du triangle dc Pascal.

On voit quil faut supposer C] = o, pour ¢ négatif, ou pour p positif
avec ¢ > p. De plus, on voit que l'on a, pour p positif,

7 __ q
Clp=eCPig1,

en supposant € égal & -+~ 1 ou & — 1 suivant que ¢ est pair ou impair. En
d’autres termes, si 'on nc tient pas compte des signes, le Tableau de
Pascal prolongé vers le haut reproduit le triangle, les lignes remplagant
les diagonales ~a..

14. Des variations de signes. — Dans une suite de nombres po-
sitifs ou négatifs, on dit que deux termes consécutifs présentent une
variation lorsqu’ils sonl de signes contraires, el une permanence
lorsqu'ils ont le méme signe.

Si lon introduit un terme entre deux termes successifs de signes
contraires, lc nombre des variations ne change pas.

SiI'on introduit un terme entre deux termes successifs de méme
signe, le nombre des variations ne change pas ou augmente de deux
variations.

Sil'on introduitun nombre quelconque de termes entre les termes
d’une suite, le nombre des variations ne peut diminuer, mais il ne
peut augmenter que d'un nombre pair.

Entre deux termes quelconques de signes conlraires, 11y a un
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nombre impair de variations. Entre deux termes de méme signe, 1l
n’y a pas de variation ou il y 2 un nombre pair de variations.

Le nombre des variations ou des permanences d’une suite ne
change pas quand on change les signes de tous les termes.

Exemple I. — Echiquier anallagmatique de Sylvester. — L’échi-
quier anallagmatique est un carré formé de cases noires et blanches, en
nombre égal ou inégal, de telle sorte que, pour deux lignes ou pour denx
colonnes quelconques, lc nombre de variations des conleurs est toujours
¢ral au nombre des permanences.

On ales deux échiquiers anallagmatiques et complémentaires A et B, de
deux cases de eoté; aux cases blanches de I'un correspondent des cases
noires dans l'autre ( fig. 18).

Avce ces deux échiguiers, on formera de méme les échiquiers complémen-
taires de quatre cases de coté A’ et B, 8i, dans cette figure, on remplace
respectivement A et B par A’ et B, on obtient les échiquiers complémen-
taires de huit cases de coté et ainsi de suite, en doublant le nombre des
cases sur chaque cdté. Dlailleurs, il est évident que l'on peut déduire

Fig. 18,
A i A B B & <\\\\\'
A 8 ‘ . %\\§\§
AR : ‘ Yy A
:\&\ A | B 8 a
§
a B A L3

Echiquiers anallagmatiques.

d'un échiquier anallagmatique un grand nombre d’autres, soit en échan-
reant deux rangées queleonques, soit en changeant les couleurs des cases
d’une rangée quelconque. Le dernier carré S est un ¢chiquier anallagma-
tique indiqué par SyLvESTER; il a é1é reproduit comme dallage, cn marbre
blanc et rose.

Ezemple II. — Amusements par les jetons. — Voir len® 701 du jour-
nal La Nature.
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CHAPITRE IIL

MULTIPLICATION DES NOMBRES ENTIERS.

15. Multiplication de deux nombres entiers. — Addition abré-
gée de nombres égaux. Multiplicande, multiplicateur. — Pro-
duit.

Un nombre & est dit double, triple, quadruple, ..., multiple
d"un nombre donné a, lorsqu'il est le produit de celui-ci par un
nombre 2, 3, 4, ..., n.

Formation des multiples d'un nombre entier a par additions suc-
cessives

o, a 2a, 3a. ja, ., na,

Inversement, on dit que @ est sous-double, sous-triple, ..., sous-
multiple de b, ou qu’il en est la moitié, le tiers, le quart, ..., le pitme,
On dit encore que le nombre & est divisible par a et que celui-ei
mesure ou divise b, ou encore est un diviseur, un facteur ouune
partie aliguote de 6. On doit noter la distinction entre le diviseur
et la partic aliguote; ainsi b est considéré comme un diviseur de b,
et n’est pas considéré comme une partie aliquote de b.

16. Multiplication des sommes algébriques. — Multiplication
d'une somme algébrique par un nombre entier :

m(a—+b—c¢)=ma-+ mb— me.

Toul nombre qui en divise un autre divise tous ses multiples.
Tout nombre qui en divise plusieurs autres divise la somme algé-
brique de multiples quelconques de ces nombres.

Multiplication de deux sommes algébriques. - Regle des
signes.
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17. Numération décimale. — Objet de la numération cn gé-
néral. — Systéme de numération décimale, — Numération parlée
et numération écrite. — Valeurs absolues et valeurs rclatives des
chiffres. — Emploi du zéro.

Additton et soustraction dans le systéme décimal. — Méthode

des compléments. — Calcu! mental. — Multiplication.

Exemple I. — Exemples d'addition :

99999

99999 99999

99999 99999 99999

99999 99999 99999 99999

99999 99999 99999 99999

199998 "99997 399996 499997
Exemple II. — Devinette : On dit 3 une personne d'écrire trois nombres
de cing chiffres, en annongant que U'on écrira trois autres nombres, pour
former le total 299997. — Il suffit de placer au-dessous de chacun des

nombres écrits par la personne des nombres dont les chiffres soient les
compléments 4 g des chiffres écrits au-dessus. Le total sera 3 >< g9gg9. Ce
probléme peut étre varié de bien des maniéres.

Exemple III. — La Table de Pythagore avec les deux mains.

Si Pon sait les produits des entiers jusqu’a cing fois cing, on oblient le
produit des autres jusqu’a neuf fois neuf par artifice suivant. Seit 4 multi-
plier (5 + @) par (5 + &); dans I'une des mains, on léve a doigts ct L'on
baisse les aulres en nombre (5 — @); dans Pautre main, on léve 6 doigis
et Yon baisse les autres en nombre (5 — b). Gela fait, le produit se com-
pose d'un nombre de dizaines ¢gal au nombre de tous les doigts levés,
plus le produit des unités que représentent les doigts baissés. Cet artifice
se vérifie par I'identité

(5+a)(5--b)=10(a+b)+(5—a)(b—>0)

Ce procédé est employé couramment en Syrie.

18. Tables de multiplication. — La premiére colonne et la pre-
miére ligne de la Table forment Ia série des nombres entiers. On
forme la seconde colonne en ajoutant successivement le nombre 2,
la troisitme colonne en ajoutant successivement le nombre 3, et
alnsl de suite.
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De cette fagon la Table de Pyruacore peut étre étendue rapide-
ment dans le sens horizontal ou dans le sens vertical. Comme véri-
fication, les lignes et les colonnes se reproduisent de dix en dix, a
partir de la premiére, par 'adjonction du zéro.

L’observation de la Table de Pyrracore montre que le produit
de deux nombres ne change pas lorsqu’on les remplace Uun par
l'autre. On démontre ce théoréme par figuration géométrique ou
en faisant voir que, si l'on a

ab = ba,

on a encore des produits égaux en augmentant 'un des facteurs
d’une unité, ¢’est-a-dire que

alb+1)=(b+na.

Facteurs d'un produit. — Preuve de la multiphcation de deux
nombres inégaux.

Il existe des Tables de multiplication trés étendues. Les Rechen-
tafeln, par CnreLrE, contiennent tous les produits des nombres
de trois chiffres. Pour la muluiplication des nombres ayant plus de

trois chiffres, on procéde par paguets ou par tranches de trois
chiffres.

Quatre éditions stéréotypées de ces T'ables de calcul, ouvrage trés pra-
tique, ont été publiées par le D* Bremiker ( Paris, Gauthier-Villars, 1880 ).

Le premier ouvrage de ce genre est intitulé : Tabule arithmetice uni-
versales, par HERVART bE HoHEMBURG; il contient, en mille pages in-folio,
les produits des mille premiers nombres. Il date de 1610, quatre ans avant
Iapparition du Canon mirificus, de NEpER. Pendant longtemps, inven-
tion des logarithmes a nui aux calculs exacts et, par suite, 4 la théorie des
nombres.

Ezxemple I. — Multiplication d’un nombre par 11, 111, 1111, ..., —
Au lieu d’écrire le multiplicande, le multiplicateur 11, puis deux fois le
multiplicande avant d'avoir le produit, on obtient tout de suite celui-ci de
la maniére suivante. On écrit le chiffre des unités, on ajoute le chiffre des
unités a celui des dizaines, puis le chiffre des dizaines 4 celui des centaines,
et ainsi de suoite en tenant compte des retenues. Par exemple, les quatre
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premiéres puissances de 11 sont dans le Tableau ci-dessous; ce sont les
quatre premiéres lignes du triangle de Pascar :

Fig. 19
Onze....oviverivnninon... 11
Carré deonze.............. P21
Cube de onze........ ..... 1331
Bicarré de onze ............ 146 41

Puissances de onze.

De méme, pour multiplier un nombre quelconque par 111, on suppose
deux zéros écrits a la droite et deux zéros a la gauche du nombre donné;
puis on fait successivement les sommes de treis chiffres en commengant
par la droite et en tenant compte des retenues.

De méme, pour multiplier par 1111, 11111, ... ; on a ainsi des exemples
extraits du Talkhys &'IsN ALBANNA (au Maroc, xmm® siécle ).

Fig. 20.
Carré de 1 1
I 1 21
[ 12321
1L 1234321
1111 123454321
- T T T Y 123456543 20
Tirée du Talkhys.
Exemple II. — Multiplication d’un nombre par g9, 99, 999, . ...— Pour

multiplier un nombre par g ou (10 —1), on ajoute par la pensée un zéro a
sa droite et Pon retranche le chiflve des unités de dix, puis celui des di-
zaines de celui des unités, le chiffre des centaines de celui des dizaines, ct
ainsi de suite, en tenant compte des retenues. Ainsi

12 345 679 > g == 111 111 111,

De méme, pour multiplier un nombre par g9 ou (100 —1), on ajoute par
la pensée deux zéros a sa droite, et 'on retranche successivement chacun
des chiffres du deuxiéme a droite. Et ainsi pour ggg, .. ..
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Pour multiplicr par 8, on multiplic par (10 -~ 2) ou par (g —1); voici
quelques exemples curicux de multiplication :
Fig. 2r.

12 345 679 < 8 = g8 765 432

1.g-+2=11
12,94+-3=111
1 23.9+-4=1111
123 4.9+5=11111
12345.9+6=1117111
123456.947=111117T]
1234567.9+8=1t11111 (71
12345678, 9+9=r111 171011711
9.9+7=2838
98.9+-06=82828
987.94-5=88828
9876.9—4—=8888S$8
98 765.9+-3=888888
9870654.9+2=88888838
98706543.9+1=88885888S8
98765432.9+0=88888888S
1.84+1=9g
12.8+2=9g38
123.84+3=93837
123 4.84-4=9826
12346.84+5=98765
123456.846=987654
12343567.84+72=9876543
12345678.8+-8=98765432
123356789.849=98765 4321
Multiplications curieuses,
Exemple IIl. — Carrés et produits de nombres Jormés d'un méme
chiffre. — Ces exemples sont extraits du Talkhkys,
Fig. 22
g = 81 9.7 = 63
99? =  g8o1 99.77 = 7623
999* = ggBoor 999.777 = 776223
9999* = 99930001 9999-7777 = 77762223
99999 = 9999800001 99999.77777 = 7777622223

Tirée du Talkhys.
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Exemple IV. — Le carré du nombre gogogogogt est un nombre formé de
deux parties identiques. Il en est de méme du carré de ses neuf premicrs
multiples.

19. Multiplication rapide. — On peut effectucr trés rapidement,
la multiplication de nombres de deux, trois, quatre, cinq chiffres
par une méthode qui se trouve exposée dans le Liber Abbaci. Cette
méthode permet d’écrire presque immédiatement le produit, sans
écrire les produits partiels. Nous T'expliquerons sur deux nombres
de trois chiffres; siles facteurs n'ont pas le méme nombre de chif-
fres, on compléte 'un d’eux par des zéros ajoutés soit a droite, soit
a gauche,

Soient (fig. 23) abc et pgr deux nombres éerits dans le systéme
décimal. On forme le produit ¢r; on éerit le chiffre des unités de
ce produil, et l'on ajoute la retenue aux deux produits &r et cq

Fig. 23.

© ® ©
& © O

ar+byreon
Centaines
- - o--—@
""" 2 ——-—
ag+bp ap
Milie Dizaines de mulle

Multiplication rapide, au xi® siécle.

qui représentent les dizaines; on éerit le chiffre des unités de ce
total qui est le chiffre des dizaines du produit, et 'on ajoute la re-
tenue & la somme des centaines ar 4 bg 4 cp, et ainsi de suite,
conformément an Tableau (fig. 23).

20. Batons népériens. — Jean Nerer, baron de Markinston, en
Ecosse, a indiqué en 1617, dans sa Rhabdologic, une ingénieuse
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méthode de caleul pour simplifier la multiplication et la division.
Le tableau chiffré ( fig. 24) représente la Table de Pythagore dé-
coupée en dix bitons ou planchettes : la planchette 4 gauche est
fixe; toutes les autres sont mobiles et peuvent étre permutées de
toutes les fagons. Pour I'enscignement, on les appuie sur un tableau
muni d'une rangée de clous sur la ligne horizontale supérieure; on
peut y suspendre les planchettes, préalablement percées d'une ou-
verture & la partie supéricure. Chacun des carrés de la Table est
divisé en deux triangles, par une diagonale ; dans le triangle du bas,
on trouve les unités de chacun des produits, dans celui du haut et
A gauche se trouve le chiffre des dizaines. Supposons que l'on ait
placé a coté de la barre fixe, & gauche, les tablettes portant en haut
et en bas les n* 7, 5, 8, on obtient presque immédiatement les
produits de 758 par tous les nombres, de 1 4 9. Ainsi, par exemple.
devant le 6 de la colonne fixe, on trouve horizontalement et en

o
6 “2 0/
o)

¥ 5 & 8

Fragments des bitons de Neper.

faisant 'addition parallélement & la diagonale + des carrés, le
produit 4548, qui est le produit de 738 par 6. De méme, pour
les autres produits par 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9.

Donc les réglettes de Nerer permettent de trouver rapidement,
sans qu'il soit nécessaire de savoir sa Table de Pythagore, mais par
une simple addition de deux chiffreg, tous les produits partiels
d’'un nombre dé dix chiffres et plus. Ainsi, la multiplication se
trouve ramenée a 'addition, et cette opération se trouve d’autant
plus facilitéc qu'il s’agit de nombres de plus en plus grands.

La belle invention de NEpER provient pent-étre d’'une remarque sur l'une
des nombreuses maniéres d’effectuer la multiplication chez les Persans et
chez les Arabes. Voici, par exemple, la copie de la multiplication de 534
par 342 tirée du Traité d’Arithmétique d’Asovr HagaN Avt BN Moiram-
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sED, le Koraichite, plus connu sous le nom d’ALRALGADI, auteur arabe qui
mourut vers 1480. Nous avons tenu compte de la différence d’orientation
de I'écriture arabe avec la ndtre ( fig. 25).

Tig. 25.
3 4 2
] 2 |
p s |0 |0 |°
0 I 0
/ /," 9 2 6 3
¢ ' | 0
¢ ’ 2 6 b
3 8
- /'
&\ .
¢

Multiplication arabe par réseaux.

2. Réglettes multiplicatrices. — Dans un Mémoire sur les
moyens de faciliter le caleul, publié dans les Annales de Mathé-
matiques (t. VII, 1817), Genconne approuve I'emploi des ba-
guettes de NEper et constate qu'aprés la découverte des loga-
rithmes elles tombérent dans un oubli absolument immérité.

D’autres essais du méme genre n'ont pas été plus heureux, parce
que ces baguettes ne donnent que les produits partiels de la mul-
tiplication, c’est-a-dire les multiplications de nombres quelconques
par les neuf premiers nombres. Il a ét¢ aussi publi¢ des Tables de
tous les produits des nombres de quatre et cinq chiffres, par des
nombres d'un seul chiflre; en particulier, on doit citer celles de
CapeT publiées & Paris, cn 17g7; celles de Brerscanener, 4 Go-
tha, en 1827; el, plus récemment, les Tables de Trip1en. Cepen-
dant I'emploi de ces Tables, pour les grands caleuls, est inférieur
A Vusage des réglettes népériennes, surtout lorsque l'on se sert
de réglettes imprimées sur les quatre faces, ou de rouleaux népé-
riemns.

Le Conservatoire des Arts et Métiers posséde une importante
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collection d’appareils de ce genre, parmi lesquels nous citerons
plus particuliérement l'appareil de M. pe Maximovizen, qui per-
met d’imprimer instantanément les colonnes de la Table de Py-
thagore dans un ordre quelconque. Nous citerons aussi les ré-
glettes de M. Pruvost-Le-Guay publiées 4 Paris, en 18go, avec
des améliorations successives, dans lesquelles les batons de Neper
sont réunis par deux, ce qui simplifie considérablement leur em-
ploi.

On a aussi cherché & supprimer l'addition de deux chiffres dans
Pemploi des batons de Néper. Nous devons rappeler les essais inté-
ressants du D Rorn, dans son Prompt multiplicateur et divi-
seur, publié¢ & Paris, en 1841. Mais nous devons signaler surtout
les réglettes de GenaiLLE qui donnent sans aucune addition tous
les produits partiels.

Nous avons publié¢ & la librairie BELIN, 4 Paris, en 1885, en collaboration
avec M. GENAILLE, quatre boites de réglettes pour la simplification des
calculs, & savoir : \

I. Les Réglettes multiplicatrices, appareils 4 calculs exacts et instan-
tanés pour simplifier la multiplication et la division.

. Les Régleties multisectrices, appareils 4 calculs exaets et instan-
tanés pour simplifier la division.

HI. Les Réglettes financiéres pour simplifier les ealculs financiers et
commerciaux.

IV. Les Réglettes népériennes, joujoux calculateurs ayant pour but de
simplifier I'étude et de faciliter la pratique des opérations de I'Arithmé-
tique. '

Depuis quelques années, M. GENAILLE a su résoudre, d'une maniére
simple et compléte, le probléme difficile de la multiplication et de la divi-
sion des grands nombres par une méthode absolument géométrique; mais
ses admirables appareils sont encore inédits.

22. Du produit de plusieurs facteurs. — La notation

axbxexd ou a.b.c.d ou abed

indique le résultat de 'opération obtenue en multipliant d’abord a
par b, pus le produit par ¢, puis le nouveau produit par d.

Si deux produits contiennent les mémes facteurs en nombre n,
mais dans deux ordres différents, et si I'on augmente 'un des fac-
teurs d’une unité, on voit que ces produits augmentent tous deux
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du produit des (# — 1) autres facteurs pris dans leurs ordres res-
pectifs. Par suite, on aura ainsi pour cinq facteurs

ToLL L D = 1.0.0.0L0,
I.1.@.1.1 =1.1.1.1.d,
birar.1=1.1.b.1.q,
b.1.a.1.¢c =c.1.b.1.a,
b.dai.c=c.1.6.d.a,
bdaec=c.e.b.da.

Le résultat du produit successif d’un nombre quelconque d’en-
tiers positifs est indépendant de Pordre dans lequel on effectue Jes
multiplications. En outre, puisque 'ordre des facteurs est indiflé
rent, on peut toujours supposer que deax d’entre eux occupent
l.es deux premiers rangs, et les remplacer par leur produit, ou
Inversement.

Par conséquent, si 'on considére le produit d’'un nombre quel-
conque d’entiers positifs, on peut remplacer deux d'entre eux par
leur produit et opérer sur le nouvel ensemble de facteurs comme
sur le premier, et ainsi jusqu'a ce que l'on arrive a un seul produit,
qui sera toujours indépendant de Pordre et du choix des multipli-
cauons opérées sur deux facteurs (voir n° 43, Ezemple V).

Multiplier un nombre par le prodait effectué de plusieurs fac-
teurs revient & multiplier ce nombre successivement par chacun
des facteurs du produit.

Pour multiplier un produit par un certain nombre, il suffit de
multiplier par ce nombre un des facteurs du produit.

¢ * I3 -
23. Puissances d’un nombre. -- Carrés, cubes, bicarrés. —
z 1 : .
Degré d’une puissance. — Notation des exposants.
Régles des exposants. — On a les deux formules

a’. a?.al = ar+ravr,

[(ar)?]r= arqr,
Il ne faut pas confondre la notation {aP)? avec la notation .
ar?  qui veut dire a'+9,

Multiplication des monémes. — On multiplie les coefficients et
'on ajoute les exposants.



34 LIVRE I. — LES NOMBRES ENTIERS.

Ezemple I. — Les derniers chiffres des puissances (résidus potentiels
dans le systéme décimal) sont

1™ puissances......... o1 2 3 456 7 809
20 » o1 4 9 65 6 g 41
3 » ceiiee . 01 8 7 4506 3 209
4 » e o1 6 1 65 6 1 6 1
5es » e . ... o 1 2 3 4 5 6 7 89
6 » i .. 01 4 9 6 5 6 9 4 1
7 » e o1 8 7 4 5 6 3 2 9
ges B e o1 6 1 65 6 1 6 1

Les cinquiémes puissances sont terminées comme les premiéres; cette
remarque a donné naissance au théoréme de Feamar. Les derniers chiffres
des puissances successives d'un nombre se reproduisent périodiquement de
quatre en quatre.

Tout bicarré est terminé par I'un des chiffres o, 1, 5, G.

Exemple IT. — Former les puissances successives de 2. — En doublant
continuellement, on forme la suite des nombres

1, 2, 4, &, 16, 3a, 64, 128, 256, 51z, 1024, ...}
an vérifie les calculs par les résultats suivants :

216 = 65530,
232 = 42919 67296,
2% = 18§46 74407 37097 51616

la puissance de 2 d’exposant 196, égale a seize fois le cube de la précédente,
se compose des soixante chiffres suivants :

10043 36277 66186 8ga22 137206 3Joyy1
32266 26576 37687 11142 45522 o0G336.

Ezemple III. — Vérifier la formule

L+ 2--224 23+ ...+ ah=afFl—1.

Ezemple IV. — Former les puissances successives de 5. On en trouve
une table étendue dans la Préface des Tables de logarithmes de CALLET.
Exemple V. — Le chiffre des dizaines de mille d'une puissance quel-

conque de 5, ne peut étre ni un 3, ni un 8. (LAISANT.)

24. Table des carrés. — Si l'on remplace la premiére colonne
des 1 du triangle arithmétique par des 2, on forme un autre Tableau
de sommes. Alors la seconde colonne représente les nombres tm-
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pairs; la troisitme colonne représente les nombres carrés, comme
cela résulte immédiatement de la formule

Ant=(n+1)'—nt=2n+1.
En d’autres termes, les accroissements successifs des carrés sont
les nombres impairs, et la somme des n premiers impairs
1, 3, 5, ..., 2n—1,

est égale an carré n? de leur nombre. Ces procédés étaient connus
de Pyruacone et de PraTon.

Fig. 26.
0 1 2 3 4 5 6
0l 2
1]l 3
212 5 4 1

312 7 9 5 1
4|12 g 16 14 6 1
5]l2 11 25 30 20 7 1

Table des carrés.

On peut ainsi construire rapidement une Table des carrés, par
additions successives, en se bornant aux trois premiéres colonnes
du Tableau. On vérifie les calculs de dix en dix lignes, par les carrés
déja formés, en ajoutant deux zéros. L'économie de ce calcul est
considérable, puisque, pour calculer la table des mille premiers
carrés, il suffit de mille additions, au lieu de mille multiplications;
d’autre part, cette méthode de calcul par différences posséde I'im-
mense avantage de présenter continuellement la vérification des
calculs, de dix en dix lignes, ainsi que nous venons de le dire,
tandis que la méthode directe des multiplications est incertaine
pour chaque multiplication; on ne peut faire la preuve du résultat
par linterversion des deux facteurs du produit, puisque ceux-ci
sont égaux.

Les propriétés du triangle arithmétique subsistent dans ce
Tableau; mais on voit que chacun de ses termes peut se déduire du
triangle de Pascal, en ajoutant aux termes de ceux-ci les termes
obtenus en baissant d’une ligne le triangle arithmétique. Si l'on
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désigne par Q) un terme quelconque du Tableau des carrés, on a
"= Cﬁz -+ ng—i .

On vérifie de méme que Ia somme des termes du Tableau conte-
nus dans une diagonale ascendante ,” est égale au terme corres-
pondant de la suite de Fibonaceci.

La Table des carrés permet de simplifier considérablement les
calculs de I'Arithmétique; il ne nous parait pas douteux que 'emploi
de cette Table fut pour FerMar un instrument merveilleux d’obser-
vation dans ses recherches arithméliques et le point de départ
d’une méthode rapide, presque inconnue aujourd’hui, pour la
décomposition des nombres en facteurs premicrs.

25. Table des quarts de carrés. — On trouve dans la Géométrie
d’Evcrine (liv. 1I, prop. 5) un théoréme que 'on peut exprimer

par la formule
ab=;(a+b)—|(a—5b)

Luporr en 16go et Secuin en 1801 ont montré la possibilité de
calculer des Tables de carrés pour simplifier la multiplication. En
effet, & Paide de cette formule, on peut construire une Table de
muluiplication & simple entrée, tandis que celle de Pythagore est
a double entrée. Donc, si I'on connait les quarts des carrés de
(a+ &) et de (@ — b), on obtient par une soustraction le produit
de a par 4.

La premiére Table des quarts de carrés, que 'on construit comme
celle des carrés, par additions successives, a été publiée par Yorsiv,
i Paris, en 1816, avec le titre : Tables des multiplications ou
logarithmes des nombres depuis 1 jusqu'a 20000, au moyen
desquelles on peut multiplier tous les nombres qui n’ezcédent
pas 20 000. Par le mot logarithme, critiqué par Gerconne dans le
Mémoire cité (n°® 21), Vorsix entend un quart de carré, et ainsi
+a® est le logarithme de a?; et par suite, avec cette appellation
défectueuse, on a cet énoncé :

Un produit de deux facteurs est égal a la différence des loga-
rithmes de la somme et de la différence des facteurs.

Lorsque la somme (@ 4 &) des deux facteurs i multiplier dépasse
les limites de la Table, en supposant que les facteurs a et & s’y
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lrouvent contenus, on peut encore effectuer le produit par la

formule
@b =l far L 2} (a— b];

mais alors il faut entrer trois fois dans la Table et doubler ensuite le
résultat.

Aprés la publication des Tables de Vorsin, on doit citer la Table
des quarts de carrés de ¥ & 40 000 par MerrauT (Vannes, 1832);
les Nouvelles Tables de multiplication par Kvrix (Leipzig, 1852);
une Table des quarts de carrés jusqu’a 100000 par Lavsoy
(Londres, 1856); mais la Table la plus étendue, jusqu’a présent, et
que nous recommandons spécialement pour tous les calculs, est
celle qui a pour titre:

Table des quarts de carrés de tous les nombres entiers Jus-
qu’a 200 0oo servant & simplifier la multiplication, U'élévation
au carré, ainsi que Uextraction de la racine carrée, etc., par
J. Brarer (Paris et Mayence, 1888).

Tout en reconnaissant la grande utilité de ces Tables pour les
calculs de toutes sortes, nous regrettons que 'on n’ait pas encore
publié des Tables étendues pour les carrés et non pour leurs quarts;
ces Tables seraient d’une grande importance pour les recherches de
I'Arithmétique supérieure.

Enfin nous ajouterons qu'en 1854 SyrvEster a donné, dans le
Philosophical Magaszine, la généralisation de laformule d’Evcrine
sur les quarts de carrés, en exprimant le produit de 7 nombres par
une somme de puissances d’exposant rn.

26. Les derniers chiffres des carrés. —~ Le dernter chiflre du
carré d'un nombre est le méme que le dernier chiffre du carré des
unilés de ce nombre; par suite, tous les carrés des nombres entiers
sont terminés par P'un des chiffres

o, 1, 4, 51 6, 9
les nombres terminés par 'un des quatre chiffres
2, 37 7 8

ne peuvent représenter le carré d'un nombre entier.
On dit gque les nombres o, 1, 4, 5, 6, g sont les restes des carrés
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ou les résidus quadratiques, dans le systéme décimal, et que les
nombres 2, 3, 7, 8 ne le sont pas.

Cette remarque si simple a donné naissance, en supposant les nombres
écrits dans un systéme quelconque de numération, a la théorie des résidus
quadratiques, qui sera développée ultérieurement.

Lzemple I. — Le chiffre des dizaines d’un carré terminé par 1 ou pary
est un nombre pair.

Le chiffre des dizaines d’'un carré terminé par 5 est 2.

Le chiffre des dizaines d'un carré terminé par 4 est un nombre pair.

Le chiffre des dizaines d’un carré terminé par 6 est un nombre impair;
réciproquement, si le chiffre des dizaines d'un carré est impair, le chiffre
des unités est 6.

Un nombre n’est pas un carré parfait, si P'ensemble de ses deux derniers
chiffres n’est pas 'un des vingt-deux nombres

00 of, 21, 41, 61, 81 of, 2§, 44, 64, 84;
25; 09, 29, 49, 69, 8g; 16, 36, 56, 76, g6.

Dans ses Nouveauwr Eléments de Mathématiques (1689), PRESTET
donne la table des quatre derniers chiffres des carrés.

Ezemple II.— Toute somme de deux carrés a un nombre pair de dizaines,
si elle est terminée par 1, 5, g9, et un nombre impair de dizaines, si elle est
terminée par 3 ou par 5. ‘

Exemple ITI. — Le carré d'un nombre terminé par 8 212 8go 625 se ter-
mine de la méme facon, et il n’y a qu'un seul autre nombre de dix chiffres
(en exceptant dix zéros, ou neuf zéros suivis de 1), qui posséde la méme
propriété; c’est le nombre 1 787 109 376.

fxemple IV, — Trouver les n derniers chiffres d'un nomhbre, connaissant
les n derniers chiffres de son carré. — Par exemple, si les neuf derniers
chiffres du carré d'un nombre sont 324 406 88y, les neuf derniers chiffres
de ce nombre sont parmi les groupes suivants :

265 810083; 765810083; 363 466 333; 863 466 333;
734189917; 234189917; 636533 667; 136 5333 667.

Ezemple V. — Connaissant le produit d'un nombre par le nombre ren-
versé, retrouver les facteurs du produit.

Voir unc Note de M. Lawsant dans les Mémoires de la Société des
Selences physiques et naturelles (Bordeaux, 1856).
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CHAPITRE V.

DIVISION ET CLASSIFICATION DES ENTIERS.

97. Division des entiers. — La division eslL une soustraction
abrégée de nombres égaux a un nombre donné. Définitions du dive-
dende, du diviseur, du quotient ct du reste de la division. |

Le dividende est ég‘al au produit du diviseur par le quotient,
augmenté du reste.

Opération de la division dans le systéme décunal. Nombre des
chiffres du quotient.

Preuve de la division par la multuplication.

Dans le cas de la division exacte de @ par &, on désigne le quo-
tient par I'une ou l'autre des notations

a
a ., b 0o -1;;
dans le cas de la division exacte, ou approchée a une unité pres par
défaut, on désigne le quotient de @ par b, au moyen du symbole

i [23 2
47; onu |:E .

Division approchée par excés a une unité pres.
Division la plus approchée. — Reste minimum.

On a les propriétés suivantes :

[. Lorsque 'on multiplie le dividende et le diviseur d’une drvi-
sion par un méme nombre, le quotient ne change pas, mais le reste
est multiplié par ce nombre.

II. Diviser un nombre par un produit effectué de plusieurs
facteurs revient & diviser ce nombre successivement par chacun des
facteurs du produit, et réciproquement.

III. Lorsque les divisions donnent lieu 4 des restes, le principe
précédent subsiste pour la partie entiére du quotient.
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Exemple I. — Le nombre g est, de diverses maniéres, égal au quotient
de deux nombres de cing chiflres, en supposant tous les chiffres distincts,
En effet, g est le quotient des divisions

g7d24 095823 95742 5249 58239 57429
108367 106477 106387 08361 06571 06381

Ezemple II. — Le nombre 100 peut étre écrit sous forme d’entier aug-
menté du quotient d'une division, avec les neuf chiffres sigaificatifs pris
une seule fois, des diverses maniéres suivantes :

h740 . 7524 3823 1578

Mo MmN o o
c 2118 1428 ﬂ%
96 535 96 355 96 38
Ezemple III. — On écrit tous les nombres du systéme décimal & la suite

les uns des autres; quel est le chiffre de rang donné? Si I'on partage les
nombres en groupes de 1, 2, 3, 4, ... chiffres, le nombre des chiffres du

1°" groupe est, . ... g>xt ou 1< g,
28 » o Q0 > 2 » 20 X,
3 N 9oo < 3 » 300 x g,
ie » o gooo > 4 » 4000 < g,
he » P ... 90000 <3 » 50000 < g.

Ainsi le total des chiffres des nombres des cing premiers groupes est
égal & 53321 >< g; celui des six premiers groupes est 654321 x g, etc. Si
P'on.veut savoir quel est le 75892° chiffre de la suite, on remarque que ce
chiffre appartient 3 un nombre de cing chiffres; mais le nombre des
chiffres des quatre premiers groupes est 38889. De plus,

25892 — 38889 = 3003,
ct
37003 = 7400 > 5 +4-3;

ainsi le chiffre cherché est le troisiéme du 7i01* nombre de cing chiflres,
¢'est-a-dire 10000 -+ 7§00. Done le chiffre demandé est f.

Lxemple IV. — On peut se proposer des questions analogues & la pré-
cédente, en n’éerivant : 1° que les nombres pairs; 2° que les nombres
impairs; 3° que les chiffres pairs; 4° que les chiffres impairs.

28. Division accélérée. — Lorsque le diviseur contient beau-
coup de chiffres, on simplifie le calcul de la maniére suivante. On
écrit sur une bande de papier les dix premiers multiples du divi~
seur, que on forme par additions successives, avec preuve au
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moyen du dixiéme multiple. Puis I'opération se réduit & une suite
de soustractions; elle s’accélére en pliant la bande de papier sous
chacun des multiples ; on la tient de la main gauche au-dessus des
dividendes partiels, que 'on écrit successivement par une simple
soustraction. Cetle méthode, trés pratique, supprime les essais
pour déterminer chaque chiffre du quotient ; elle est surtout avan-

tageuse lorsqu'il s’agit de diviser plusicurs nombres par un méme

diviseur.

Si l'on ne veut pas calculer les dix premiers multiples, on peut employer
les Tables de Tripier, les réglettes de Neper ou de Pruvost-le-Guay, ou
encore les réglettes de Genaille,

Ezemple I. — Division d'un nombre par 9. — Soit le nombre 23547 a
diviser par g. On fait la somme des chiflres en partant de la droite, soit
21, dont le quotient par g est 2, que F'on ajoute 4 la somme des chiffres a
partiv des dizaines, et en comptant de droite & gauche, soit 16; on pose 6
et I'on retient 1 que Pon ajoute & la somme des chilfres de droite 4 gauche,
en partant des centaines, soit 11; on pose 1, chiflre des dizaines et I'on
retient 1 que 'on ajoute a la somme des chiflres en partant des mille; soit 6,
que l'on pose, et enfin 2, & partir des dizaines de mille. Le quoticnt est 2616.

En geénéral, soit (abede) nn nombre écrit dans le systéme décimal, et
que l'on veut diviser par g9; on a

a.10" = quy9y.a + «,

b.rod = 999.6 + b,

c.10! = gg.¢c—+— ¢,
.10 — g.cd 4+ o,
e. = e

ct, cn ajoutant et en divisant par g,

Eg_l)_s_(fizzEe+d+;—i—b+a

+d+c+b-+a

+10(c+b—+a)
“+ 102(b-—+a)

+ 10%. .

29. Systdmes de numération. — Pour classer les nombres, pour
étudierleurs propriétés, leurs combinaisons et leurs transformations,
on peut employer divers systémes de numération, et plus particulié-
rement celul de la numération décimale.
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C’est anx Chinois et aux Hindous que I'on doit 'idée ingénieuse
de ces échelles arithmétiques, de cet heureux moyen de représenter
tous les nombres avec peu de signes, et d’exécuter, par des opéra-
tions techniques trés simples, des caleuls auxquels l'intelligence
humaine, livrée & elle-méme, ne pourrait atteindre. « Clest Ia, dit
Conporcer, le premicr exemple de ces méthodes qur doublent
ses forces, et & I'aide desquelles elle peut reculer indéfiniment ses
limites, sans qu’on puisse fixer un terme o 1l lui soit interdit de
parvenir. »

Tout nombre entier, autre que l'unité, peut étre pris pour base
d’un systéeme de numération. On a ainsi les systémes de numération
binaire, ternaire, gquaternaire, ..., décimale, duodécimale,
qui correspondent aux bases deux, trois, quatre, ..., dix, douze.

Pour écrire un nombre dans un systéme de base B, on commence
par adopter (B — 1) caractéres destinés a représenter les (B —1)
premiers nombres. Ces caractéres sont les chiffres

1, 2,3, 4,5, 6, 7,8 9,a, b, ¢, ...,

que I'on énonce comme & Pordinaire.

Pour la numération écrite, on fait cette convention, qu'un
chiffre, placé 4 la gauche d’un autre, représente des unités de
Iordre immédiatement supérieur, ou B fois plus grandes. Pour
tenir la place des unités qui peuvent manquer dans certains ordres,
on se sert du zéro, o; par suite, le nombre des chiffres employés
est toujours égal 4 la base du systéme.

Pour la numération parlée, on convient d’appeler unité simple,
dizaine, centaine, mille, etc., les unités du premier ordre, du
second, du troisiéme, du quatriéme, etc. Ainsi les nombres 1o,
11, ..., 19 se liront de méme dans tous les systémes de numéra-
tion; les nombres 1@, 1b, ao, bo, ... se liront diz-a, diz-bé,
a-diz, bé-dix, etc. Et5 b 6a j1¢ se lira cing millions bé-cent,
sotzante-a mille sept cent dix-cé.

Les régles des opérations démontrées pour les nombres écrits
dans le systéme décimal sont les mémes pour les nombres écrits
dans un systéme quelconque de numération.

Pour opérer rapidement dans un systéme quelconque de numé-
ration, 1l est mdispensable de savoir par ceeur toutes les sommes
et tous les produits de deux nombres d'un seul chiffre.
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ARISTOTE avait observé que le nombre j pouvait Lrés bien remplacer
le nombre 10, comme base de la numération. WEIGEL publia a ce
sujet, en 1687, le plan d'une Arithmeétique tétractigue. SiMmox STEVIN, de
Bruges, mort en 1633, avail aussi imaginé le systéme de numération duo-
décimale, se rapprochant beaucoup plus de notre maniére de compter les
mois de I'année, les heures du jour, les degrés de la circonférence. Quant
au systéme de la numération binaire, auquel nous avons consacré deux
Chapiwes dans nos Réerdations mathématiques, il date de cinquante-
quatre siécles; il fut retrouvé par LEiBNIZ.

On peut done se demander si 'adoption d’une base autre que dix n'eit
pas é1é préférable; en d'autres termes, si I'accident de notre espéce qui
fait que nous avons dix doigts aux deux mains s'accorde avee les condi-
tions requises pour que le systéme de numération chiffrée soit le plus
parfait possible. Ceci exige.qu'on distingue la notation des nombres entiers
et abstraits de celle des nombres concrets et fractionnaires. Sous le rap-
port de Papplication du systéme de numération a celui des mesures, et i
la subdivision de l'unité concréte, on est convenu, ainsi que Burron l'a
remarqué, que le nombre douse, a cause de ses quatre diviseurs : deux,
trois, quatre, six, edt été une base plus commode que le nombre dix, qui
n’a que deux diviseurs : deux ct cing.

D’autre part, AvGuste CoMTE avait remarqué que la structure de la
main, composée de quatre doigls & trois phalanges, ou de douze pha-
langes, permet de représenter avec les deux pouces posés sur deux pha-
langes tous les nombres jusqu'a treize fois douze; alors les phalanges
de la main gauche représentent des unités simples, et celles de la main
droite des grosses, ou unités de second ordre. Par suite, on pourrail
ainsi compter sur ses phalanges dans le systéme duodécimal, plus facile-
ment et plus loin que sur ses doigts dans le systéme décimal. Mais, si Pon
se reporte au Calcul digital, ignoré de CoMTE, celle assertion est inexacte.
Au moyen de ce ealcul, professé dans les écoles, au temps de CUARLE-
MAGNE, on représentait avec les doigts des deux mains tous les nombres
jusqu’a dix mille.

11 serait plutot permis de se demander si le choix d'une base inlérieure
a dix ne rendrait pas les caleuls plus sirs et plus faciles. En effet, B dési-
gnant la base du sytéme de numération, il faut retenir de mémoire les
_—i(B—[)(BL— 2) valeurs différentes de la somme et du produit de deux
nombres inégaux, et les (B — 1) valeurs des premicrs carrés, des premiers
cubes. Par conséquent, les premiers frais de mémoire diminuent avec la
base et les causes d’errcur seront moindres. Mais cet avantage est com-
pensé par la nécessité d’emplover plus de temps et de place pour écrire
les nombres.

30. Echange des systémes de numération. — 1l s’agit d’écrire
dans un autre systéme de base donnée un nombre quelconque
écrit dans un premier systéme. De 13, trois problémes a résoudre.
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Prosrime L. — Un nombre étant écrit dans un systéme de
numération de base B, I'dcrire dans le systéeme décimal.

Soit le nombre abcde (a-dix bé-mille cé-cent d-dix é); en
se servant de la notation des exposants, il est égal &

aB*+ 6B+ ¢B2-dB + e,

et l'on pourrait calculer séparément, dans le systéme décimal, les

cinq termes de ce polynéme et en faire la somme. Mais le caleul

se simplifie considérablement en déterminant successivement les
nombres

@, a,

ab, aB -+ b,

abe, aB?+ 6B + ¢,

abed, aB3+ JB24 ¢B + d,
abede, aBé-+bB3+cB24 dB + e.

Chacun des nombres calculés @, ab, abe, abed, abede est égal

au précédent multiplié par B, augmenté successivement des chiffres
du nombre donné.

Ezemple. — Soit a convertir, dans le systéme décimal, le nombre 6 2 709
du systéme duodécimal. On obtient successivement

6, 82, 991, 11892, 142713,
et, par conséquent,
6a 70919 = 142713,

Tout nombre écrit dans un systéme de numération de base B
est donc un symbole d’opérations correspondant a un polynéme
en B ordonné sutvant les exposants décroissants. Ainsi

abedey = aB + 0B+ ¢B? - B + ¢

la conversion dans le systéme décimal revient, avec la notation des
parenthéses, a

[[[aB+b]B+c]B+d] B+e,

et avec celle du vinculum, qui est plas simple,

aB+6.B+¢.B+d.B+e.
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Prosrime I — Un nombre étant écrit dans le systéme dé-
ctmal, Uécrire dans un autre systéme de base donnée B.

Soient Q; le quotient et R, le reste dela division du nombre donné
N par B, effectuée dans le systtme décimal, Q, et R, le quotient et
le reste de la division de Q, par B, et ainsi de suite; les restes
Ri, Ry, Ry, ..., représentent les chiffres successifs des unités,

dizaines, centaines, etc., du nombre écrit dans le systéme de
base B.

Ezemple. — Soit a convertir, dans le systéme duodécimal, le nombre
142 713, écrit dans le systéme décimal. Voici le Tableau des opérations :

142713 | 192

22 ‘ 1189;;[ 19,

107 109 I 991 12

188
33 12 3l 82 1
9 0 7 101 6

et, en écrivant Lous les restes dans I'ordre inverse, on a barogys.

Prosrime Ill. — Un nombre étant écrit dans un certain
systeme, Uécrire dans un autre systéme de base donnée.

Par la méthode du probléme I, on écrit le nombre donné dans le
systéme décimal, et, par celle du probléme IT, on passe du systéme
décimal dans le systéme définilif.

Ezemple 1. — Soit proposé d’écrire dans le systéme duodécimal, le
nombre 42 750 écrit dans le systéme octaval.

En transformant dans le systéme décimal, on trouve 17896, et en pas-
sant ensnite au systéme duodécimal, on trouve @ 434,

Ezxemple II. — Quels sont, dans le systéme de base 6, les nombres de dix
chiffres dont toutes les puissances se terminent par les mémes dix chiffres?

Ce sont les deux nombres

3 221 350 913,

2334 205 344.

Ezxemple III. — Méme question dans le systéme duodécimal?
Ce sont les deux nombres

2166163 854,
0 a o5 aol 36g.

Exemple IV. — Tout nombre entier est la somme de puissances de 2
toutes différentes, en posant par convention 2° = 1,
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Exemple V. — Tout nombre entier est la somme algebrique de puis~
sances de 3, toutes dilférentes.

Voir, dans nos Récréations mathématiques, Vapplication du systéme
binaire aux Boites de Poids, au Baguenaudier, a I'Eventail japonais,
au Jekim, a la Tour d’'Eanol.

31. Classification des nombres. — Par rapport & une base ou
module positif M, tout nombre entier quelconque a, positif ou
négatif, peut se metire d’une seule maniére sous la forme li-
néaire

a=Mzx- r,

dans laquelle » désigne 'un des M nombres positifs
o, 1, =z, 3, ..., (M—=—1).
l.e nombre x est le quotient, positif ou négatif, de @ par M une
unité prés par défaut. D'ailleurs, si 'on avail de deux mantéres
a— Mr-r el a=Mx"+r,

la différence nulle

Mzx—z)+r—1r,

et, par suite, (7 — /") serait divisible par M, ce qui est impossible
a moins de supposer r = 1. Le nombre r est appelé reste de «a
pour le module M.

Kzxemple. — Pour le module M = 2, il y a deux formes dc nombres, lcs
pairs et les impairs; pour le module M = 3, il y a trois formes de nom-
bres: pour le module M = 4, il y en a quatre, savoir :

4M pairement pairs,
4M + 1 pairement impairs,
4M + 2 impairement pairs,

4M + 3 impairement impairs.

En acceptant les restes négatifs, un nombre entier quelconque
est encore d'une seule manicre de la forme

a—=Mz=r,

et le reste minimum r ne peut surpasser en valeur absolue la moi-
tié du module. Dans le cas de M pair, on convient de prendre
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avec le signe —+- le reste égal en valeur absolue 4 la moiti¢ du mo-
dule.

Exemple. -~ Pour le module M = 35, tous les entiers sout, d’'unc seule
maniére, de I'une des cinq formes

S5z, hr-1, Sx .
et pour le module M = 6, tous les entiers sont de I'une des six formes

br, G6xr—=1, b6xr—9o, O6x+ 3.

32. Nombres congrus ou équivalents pour un module. — Deux
nombres entiers @ ct b, positifs ou négatifs, sont dits congrus ou
équivalents pour le module M lorsque leur différence est divisible
par le module. Pour exprimer cette relation, on peut écrire

a—>0— mult. de M;

mais il est plus commode de se servie de la notation de Gatss

a=-6 (modNM),

qui se lit @ congru a b, pour le module M. D’autre part, on a
étendu la signification du mot reste en disant que deux nombres
congrus pour le module M sont résidus {'un de {’autre pour ce
module.

L’égalité entre deux nombres, en supprimant les multiples
du module, s'appelle congruence ou équivalence. La notation
de Guavss permet de mettire en évidence 1'analogie qui exisle entre
les égalilés et les congruences, sans inlroduire de confusion.

Pour un méme module, deux nombres congrus a un troisiéme
sont congrus entre cux.

On peut ajouter ou retrancher membre & membre des con-
gruences de méme module.

On peut multiplier les deux membres d’une congruence par un
méme nombre entier.

On peut multiplier membre & membre les congruences de méme
module.

On peut élever & unc méme puissance les deux membres d’une
congruence.



48 LIVRE 1. — LES NOMBRES ENTIERS.

En d’autres termes, si 'on a, pour le module M, les congruences

a=b, a' =¥, a’ =¥,
on a encore
a—a +a' =604+,
ha -+ pa va = hb + pb +vb,
ac' a’ = bb'Y’,

am = b,

Ane

Plus généralement, si V'on désigne par f(z) un polynéme
coefficients entiers, positifs ou négalifs,

flzy=Azr+ Bt Car—t—, . 4+ Ko + L,

la congruence
a=56 (mod M),
donne aussi

Ffla)= ftb) (mod M).

33. Impossibilité de congruences. — 3i 'on remplace succes-
sivement & par tous les nombres entiers dans un polynéme f(x) a
coefficients entiers, et st 'on prend les résidus pour le module M,
ces restes se reproduisent périodiquement de M en M, puisque
I'on a, quel que soit 'entier r,

f(@)= f(x +M) (mod M).

Ainsi, par exemple, pour f(z)==2? et pour M = 10, on re-
trouve les restes des carrés. En général, la suite des résidus de
S(x) pour M valeurs entiéres et consécutives de = nc reproduit
pas la série des M nombres

o, 1, 2, 3, ..., (M—1);
on en déduit alors l'impossibilité de résoudre la congruence
flzy=r (mod M),

en nombres entiers, si 7 désigne I'un quelconque des non-résidus.
Par exemple, pour M = 5, les restes de

S(@y=at—8x +6
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forment la suite périodique
L, 4, 3, 4, 3;

par suite, f(z) ne peut devenir = o, ni = 2, pour le module 3 et,
a fortiori, égal & » ou a 53 d'ou il suit que les expressions

3 —Bx+6 et xI—8x -+ {,

ne peuvent s'annuler pour des valeurs ¢ntiéres de #, ni lorsque
Pon augmente les coefficients d’un multiple quelconque de 5.

Exemple I. — Le polyndme f(z) & coefficients entiers ne peut s’an-
nuler pour une valeur entiére de @, si f{0) et f(1) sont impairs.
De méme, si aucun des nombres f (o), £ (1) ct f(— 1) n’est divisible par 3.

34. Preuves par congruences. — La preuve par g dans le sys-
téme de numération décimale, pour les quatre opérations fonda-
menlales de PArithmétique, repose sur les théorémes que nous
venons d’énoncer sur les congruences, en supposant M = q. En
effet, suivant le module M = g, toutes les puissances de dix sont
congrues & I'unité, puisque 10”2 — 1, étant un nombre formé exclusi-
vement des chiffres gggg. ..., est divisible par g. Par conséquent,
sia, b, ¢, d, ... désignent respectivement les chiffres des unités,
dizaines, centaines, ... d'un nombre N écrit dans le systéme déci-

mal, on a
N=a-+10b+ 102c+ 10%d +.. .,

et, par suite
N=a+b+crd-+... (modg)

En d’autres termes, le reste de la division d’un nombre par g est
égal au reste de la division par g, de la somme de ses chiffres.
De méme, pour le module M = 11, on a successivement

10 =—1I, 102=+1, 1o0t==—1,

et, par suite,
N=a—b+c—d+.,.. (mod ).

Par conséquent, si 'on remplace, dans les quatre opérations fon-
damentales de I'Arithmétique, les nombres donnés par leurs restes
suivant le module g ou le module r1, les nombres obtenus doivent
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étre congrus a ceux qu'on déduirait des résultats; sinon 1l y aurait
erreur dans les calculs.

Plus généralement, si § désigne la base d'un systéme de numé-
ration, on a vu que tout nombre positif N peut étre mis, d’une seule
maniére, sous laforme

N=a-+bl+eb24d34,, .,

les nombres a, b, ¢, d, ... étant positifs ou nuls et plus petits que §.
D’ailleurs, si I'on désigne par x le quotient approché par défaut
de N par 6, 4 une unité pres, le chiffre a des unités est le reste
minimum, non négatif, de N suivant le module 9, et I'on a

r=0b4+ch+db2+,..,

et ainsi de suite. D'ailleurs (§7-—1), nombre formé exclusivement
par les chiffres (§ — 1), est un multiple de (§ — 1); on a donc

N=a+b+c+d-+... (mod6—1)
De méme, pour le module (0 + 1), on a
6=—1 (modb—1);

en élevant a la puissance d’exposant r,

0r=(—1)» (mod 6 —+1);
et, par suite,
N=a—b+c—d-+... (modd 1)

Par conséquent, dans un systéme de base quelconque 4, on peut
faire les preuves des opérations par congruences suivant les modules
(89— 1)et(8+1).

Ces considérations s’appliquent encore aux systémes de numé-
ration dans lesquels on considére des chiffres a caractérstique
négative. Ainsi tout nombre positif N peut étre mis sous la forme

N=a+ 68+t did+...4 l0nr;

les nombres a, b, ¢, d, ... sont des entiers nuls, positifs ou néga-
tifs, dont la valeur absolue ne surpasse pas la moitié de 6,  seul
étant nécessairement- positif. La représentation de N est encore
unique, a la condition de supposer pour 8 pair que le nombre égal
4 == 1 § soit toujours pris avec le signe .
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Silon groupe les chiffres d’un nombre quelconque par tranches
de deux, trois, quatre, ..., n chiffres, a partir des unités du pre-
mier ordre, on peut considérer ces tranches comme des chiffres et
supposer le nombre N écrit dans un systéme de numération qui
aurait pour base I'un des nombres 02, 43, 8%, ... 7. De la des
régles de divisibilité et des preuves par congruences pour les modules
(87 — 1) et (B2 4-1).

~ Ainsi, par exemple, 10* 4+ 1 =7.11.13; par conséquent, on en

déduit des régles de divisibilité et des preuves par 7, 11 ou 13, en
considérant les nombres écrits dans le systéme décimal, par tranches
de trois chiffres.

Ezemple 1. — Démontrer que 23241 est divisible par 641 (EuLER).
On a, pour le module 651,

22 =4, 2+=16, 23=1256,
216 = 65536 = 154,
2 =23716=—1,

On démontre de méme que

2%° + 1 est divisible par..... 274 177,
22" »o L 114 68g,
22 o 167 772161,
224 [ P . 2748 779 069 441.

Ce dernier exemple prouve que le calcul par congruences est parfois
indispensahle, attendu qu’il est impossible d'écrire le nombre 22* 41, qui a
plus de 20 milliards de chiflres; la bande de papier qui le¢ contiendrait
ferait le tour de ]a Terre. D'ailleurs, on ne connait pas d’autre démonstra-
tion de ce curieux résultat, dd & M. SeELHOFF, de Bréme.

Ezxempie II. — Le produit de nombres de la forme lindaire Ma -+ 1 est
un nombre de la méme forme.

Le produit de nombres de la forme f2 + 3 est de la forme fx ~+-1 sile
nombre des facteurs est pair, et de la forme 42 + 3 si le nombre des fac-
teurs est impair.

De méme, pour les nombres de la forme Mz —1.

Exemple III. — Le cube d’'un nombre entier est congru & o ou a =1,
suivant le module g.

Si un nombre n’est pas un cube parfait, tout nombre formé en permu-
tant les chiffres du premier d’'une maniére quelconque, et en intercalant des
o et des g, n'est pas un cube parfait.

- - e
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CHAPITRE V.

LES NOMBRES FIGURES.

35. Progressions arithmétiques. — Définitions et propriétés.
— Nous désignerons les termes de la progression par

ta, b, e, ..., A Kk |

la raison par 7, le nombre des termes par n et leur somme par S.

La différence de deux termes de la progression égale le produit
de la raison par la différence des rangs des deux termes.

Sil'on ajoute terme & terme des progressions arithmétiques, on
obtient une progression arithmétique dont la raison est la somme
algébrique des raisons des progressions données.

La somme de deux termes équidistants des extrémes est égale a
la somme des extrémes.

La somme des termes d’'une progression arithmétique est la moitié
du produit du nombre des termes par la somme des extrémes.

On a done les formules

l—a={(n-—1)r, S:E(a‘:_—i);
et, par suite,
2a 4+ (n— [)?'n

2

S =

Exemple I. — Les nombres triangulaires. — Sil'on dispose des boules
en triangles, on forme les nombres triangulaires. En d’autres termes,
le n*"® nombre triangulaire P} est égal 4 la somme des n premiers
nombres. Le double d'un nombre triangulaire de rang quelconque est le
produit du nombre qui indique son rang par l'entier suivant. Ainsi

n(n+1)_

P} —
" 2

Cette formule se démontre géométriquement de la méme maniére que
Pon démontre que T'aire d’un triangle est la- moitié¢ de l'aire d’un parallé-
logramme, Elle se déduit encore de la somme des termes d’une progression
arithmétique de raison r =1; mais le procédé qui sert & calculer cette
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somme revient, au fond, & celui qui donne l'aire d’'un trapéze comme
moitié de celle d’un parallélogramme.

Exemple II. — L'octuple d’un triangulaire, augmenté de I'unité, est un
carré. — Ce théoréme de DiopHANTE peut se démontrer géométriquement.
En d’autres termes, on a

8

n{n-—1
._L_:_)+I:(2n+1)2_

Tout carré impair diminué de 1 est 'octuple d’un triangulaire.

Ezxemple I, — Aucun triangulaire n'est terminé par les chiffres 2,4, g, 7.

Car Poctuple plus un serait terminé par 3 ou par 7, ce qui ne peut étre le
dernier chiffre d’un carré.

Exemple IV. -— Le produit de quatre nombres en progression arithmé-
tique, augmenté du bicarré de la raison, est un carré.— En effet

ala+ri(a+a2ri(e+ 3r) 4 ri=(a?+ Jar+ r2),

Exemple V. — Le produit de quatre entiers consécutifs n’est jamais un
carré. — En effet, la différence des carrés de deux entiers consécutifs est au
moins égale & 3, et ne peut étre égale & r¥==1, d'aprés 'exemple précédent.

Exemple VI. — Tout multiple d'un carré impair est la différence de
deux triangulaires. — En effet, on a l'identité

(2axr +x+a)(2ar+x—+a-+1)
2

al27r +1)? =

(carx—x—~a—1)par—z +a)
2

36. Les nombres polygonaux. — Considérons les progressions
arithmétiques commengant & 1 et ayant respectivement pour rai-
sons les nombres 1, 2, 3, 4,

1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., n,

L, 3 5 7 9 11, ..., 2n—I,
1, 4, 7, To, I3, 16, ,.., 3In--2,
I, 5 9, 13, 17 21, ..., fn—3.

La somme des n premiers termes de ces progressions représente
les nombres triangulaires, carrés, pentagonauz, hezagonauz,
de rang n. En général, le n'm¢ polygonal PZ'de g cotés est égal a
la somme des n premiers termes de la progression arithmétique
commengcant & 1, et de raison (g —2). On a donc

n(n—i).

Pi=n-+(g —2) .

Si Von considére des polygones réguliers, homothétiques par
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rapport & 1'un des sommets, et contenant 2, 3, 4, ..., » pions a
égale distance sur les co1és, on obtient une représentation géomé-
irique du nombre polygonal par I'ensemble des pions.

On démontre facilement par le caleul, ou par une configuration
géométrique, les théorémes suivants : '

I. Tout polygonal est égal au nomhbre qui indique son rang,
augmenté d’autant de fois le triangulaire de rang précédent qu’il
vy a d'unités dans son ¢6té diminué de deux.

IT. Tout polygonal est égal au triangulaire de méme rang aug-
menté d’autant de fois le triangulaire précédent qu'il y a d'unités
dans son c¢6té diminué de trois.

Il existe une seconde espéce de nombres poly gonaux de forme
plus réguliére. On joint le centre d'un polygone régulier & tous les
sommets et 'on considére tous les polygones homothétiques par
rapport au cenlre; puis on place des pions 4 égale distance sur les
cOtés et au centre, de telle sorte que le premier polygone de ¢
¢Otés se compose d'un pion au centre, le second de (1+ ¢) pions,
le troisitme de (1 + g + 24) pions, et ainsi de suite. Ainsi le ni¢me
nombre polygonal & centre OF de g ¢i1és a pour expression

Ol =1+¢g+29+..+(n—1)9q,
c'est-a-dire
nl{n—r1) .

Of =1+ ¢ 2

Si Ton considére un polygonal & centre de 2¢ cOtés, et si-l'on
supprime tous les pions situés d'un ¢6té d'un méme diamétre, on
voit facilement que I'on peut former avec les pions restants un
polygonal de premiére espéce, de méme rang et ayant (g —+ 2)
cOtés. Ainsi, I'on a la formule

027 =aP9*2—an +1.

Les exercices suivants se rapportent aux polygonaux de premiére
espice.

Exemple 1. — Le triple de tout pentagonal est un nombre triangulaire
dont le rang est le triple moins un du rang du pentagonal.

Exemple II. — Le produit par 24 d’'un nombre pentagonal étant aug-
menté de 1 donne un carré dont le coté est le sextuple moins un du rang
du pentagonal.

Exemple 1II. — Aucun nombre pentagonal ne peut étre terminé par 'un
des chiffres 3, 4, 8, 9.
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Exemple IV. — Tout nombre hexagonal est un triangulaire de coté im-
pair, et réciproquement.

Exemple V. — Aucun nombre hexagonal ne peut étre terminé parl'un
des chiffres 2, 4, 7, 9.

Exemple VI. — Le nonuple plus un d'un triangulaire est un triangulaire
dont le coté est le triple plus un du c¢oté du premier.
Exemple VII. — Le triple plus un d’'un octogonal est un carré dont

le coté est le triple moins un du ¢oté de Uoctogonal.

Exemple VIII. — Le double plus un d'un décagonal est un triangu-
laire dont le rang est le quadruple moins deux de celui du décagonal.

Ezxemple LY. — Aucun décagonal ne peul étre terminé par l'un des
chiffres 3, 4, 8, 9.

Ewzemple X¥. — Construire le tableau des dix premiers nombres poly-
gonaux ayant dix cdtés au plus.

Ezremple XI. — Etant donné un nombre, trouver de combien de ma-
niéres il peut étre polygonal (Fermat).— Il suffit de diviser le nombre donné
par les triangulaires successifs, en ne conservant que les divisions dans
lesquelles le reste est égal au triangulaire de rang précédent.

Exemple XII. — Trouver un nombre gui soit polygonal autant de fois
qu'on voudra { FErMAT). — Le probléme se raméne & la détermination d’un
nombre qui, divisé par des nombres donnés, donne des restes donnés. La
solution compléte de ce probléme rentre dans la théorie des congruences
du premier degré qui sera exposée plus Join.

Pour plus de détails, voir notre article intitulé : L' Arithmé-
tigue en boules (n° 696 de La Nature).

37. Sommation des factorielles. — On appelle factorielle le
produit de facteurs en progression arithmétique. Les factorielles
consécutives donnent lieu a des formules importantes concernant

les sommes
fi=a +b —...+ ka4 I

To=ab - be ...+ Ak+ ki
Ti=abe-+ bed+...+ ghk 4+ Akl

Posons, pour abréger, (a —r)=a et (I4+r)=2»; on a les
égalités
ab—za=1r.a,
be —ab=12r.b,

ced —be =ar.e,
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en ajoutant et en simplifiant, on trouve
I —2a=n2r.%,.
En partant des égalités

abe —aab = 3r.ab,
abed — aabc = fr.abe,
abede — zabed = 5r.abed,

on trouve, de méme, la série des formules

2r.Z = Ih—anm,
3r.Z,= klh—aab,
Ar.2s—= hkl) — aabc,
5r.%,= ghki) — aabed,

Exemple 1. — Démontrer les formules

P+3+5+ ... +(2n —1) = n?,
1.3+3.5+ ... +(2n—1){2n+1)=4n(4n2+6n—1),

135+ ... +(2arn—1)(2n+0)(2n-+3)=n(2n% + 8n2 +7n —2),

38. Les nombres figurés. — Pour la progression des nombres
cntiers commengant 4 Punité, on a. o =0 ¢t r=1. En suppo-
sant que la progression contienne successivement p, (p + 1),
(p+2), ... termes, on a

I+2+3+“'+P:%.P(P+I)a
1.24+2.34+34-+...+p(p+1)=Lp(pt+1)(p+2)
r2.3+23 44+ p(p+n(p+2)=iplp+1(p+2)(p+3)

On vérific immédiatement a posteriors la formule qui résume
les précédentes

x:P

(1) Ex(x+1)...(:c+q—z):ép(p+1)...(13+q_.1),

=1

en montrant que, si laformule est exacte pour les premiéres valeurs
de p, elle a lieu encore pour la valeur suivante.
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En effet, g restant fixe, la formule a lieu pour p ==1; mais, lors-
qu'on remplace p par {p + 1), le second membre augmente de

(p+-(p+2)...(p+qg—1

7 2[(p+q)~p];

c’est précisément, aprés simplification, I'accroissement du premier
membre.

Nous avons vu que le nombre triangulaire de rang p est égal 4 la
somme des p premiers entiers. Autrefols, on désignait encore les
nombres triangulaires sous I'appellation de nombres figurés du se-
cond ordre, oud deux-dimensions. in général, on appelle nombre
Siguré ¥ d’ordre g (ou a g dimensions) le nombre égal i la
somme des p premiers nombres figurés d’ordre (4 — 1); on a donc,
par définition,

Fq = F{-1 - F§~1 = {1 | 4 FJ-1,

et, par suite,
(2) Fj=Fi_,+Fj1

S1 I'on constrmit, par additions successives, le Tableau des nom-
bres figurés naturels, triangulaires, pyramidaeuz, ..., on ob-

tient ( fig. 27):

Fig. 27.
Fn F| Fa F!
1 ' I 1
I 2 3 4
1 3 6 10
1 4 TO 20
I 5 15 35

Table des nombres figurés,

D’ailleurs, la formule (1) donne, pour le calcul direct,

(3) FZ:P(P—FI)..Q.!(_p—Fg_]).

Si 'on baisse d’une ligne la colonne des entiers F', de deux
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lignes celle des triangulaires I'*, de trois lignes celle des pyrami-
daux I'3, et ainsi de suite, le Tableau des nombres figurés devient
le triangle arithmétique de Pascal, et I'on a

{4) Fl =Gl )

Les résultats qui précédent ont é1é trouvés par FErMaT, en 1636, d’aprés
Ja méthode inductive. Il s’exprime ainsi dans ses Notes sur DIOPHANTE,
a la suite de la Proposition IX du Livre des Polygones : « Propositionem
pulcherrimam et mirabilem quam nos invenimus hoe in loco sine demon-~
stratione opponemus. In progressione naturali que ab unitate sumit
exordium quilibet numerus in proxime majorem facit duplum sui trian-
guli, in triangulum proxime majoris facit triplum sua pyramidis, in py-
ramidem proxime majoris facit quadruplum sui triangulotrianguli, et sic
uniformi et generali in infinitum methodo. Nec existimo pulchrius aut gene-
ralius in numeris posse dari theorema cujus demonstrationem margini
inserere nec curat nec vacat. »

Postérteurement, FErMAT écrit & Pascan le 29 acat 1654 : « Nos coups
fourrés continuent toujours, et je suis aussi bien que vous dans 'admira-
tion de quoi nos pensées s'ajustent si exactement, qu'il me semble qu’elles
aient pris une méme route ct fait un méme chemin : Vos derniers Traités
du Triangle arithmétique et de son application en sont une preuve
authentique; et, si mon calcul ne me trompe, votre onziéme conséquence
courait la poste de Paris & Toulouse, pendant que ma proposition des
nombres figurés, qui, en effet, est 1a méme, allait de Toulouse a Paris. Je
n'ai garde de faillir, tandis que je rencontrerai de cette sorte, et je suis
persuadé que le vrai moyen pour Pempécher de faillir est celui de con-
courir avec vous; mais, si j'en disais davantage, la chose tiendrait du com-
pliment, et nous avons promis de bannir cet ennemi des conversations
douces et aisées. »

Voir le Traité des ordres numérigues de Pascat.

39. Piles d’obus et piles de houlets. — La pile d’obus estpris-
matique et se compose de p tranches triangulairés. Le nombre des
obus qu'elle contient est le produit par p du triangulaire corres-
pondant.

La pile de boulets & base triangulaire, ayant n boulets au
‘cdté, contient un nombre de boulets T, égal & la somme des n pre-
miers nombres triangulaires; ¢’est le nombre pyramidal de rang =,

1.2 2.3 n(n-—+1
F%,:TIL: —_— +T+...—|—(—2-—)s
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c’est-a-dire
n(r 1) (n+2)

T, = 1.2.3

La pile de boulets & base carrée, ayant n boulets au cdté, con-
tient un nombre de boulets Q, égal a la somme des n premiers
carrés. On peut la considérer comme formée de deux piles triangu-
laires T, et T,_,; on a, en effet, pour chaque tranche,

n(n—+1) (n—nn
-+ ki
2 2

n? =

par suite, en remplagant » par 1,2,3, ..., r, et faisant la somme,
on voit que (}, est la somme des pyramidaux de rangs n et (i —1).

On a )
nin+-1(2nrn+1
Qu = ”_—’Vyﬁ(i” —

Pour les trois piles, le nombre des projectiles est égal au
nombre des projectiles d’une face triangulaire, multiplié par
le tiers du nombre des projectiles contenus dans trots arétes
paralléles partant des sommets de cette face.

Cette formule subsiste pour la pile quadrangulaire, que
Yon peut considérer comme la réunion d'une pile a base carrée et
d’une pile prismatique.

Pour plus de détails, voir notre article intitulé : L' Arithmétique
en batons (n° 697 de La Nature).

Exemple I. — On a les inégalités

nd < 6T, <{(n-+ 3,
n? <3 Qu < (7 -+ 1),

qui permettent de déterminer r, connaissant T, ou Q,; au moyen de la
Table des cubes (Algébre I’EuLER).

Ezemple II. — Le nombre des boulets d’une pile & base carrée de rang
n est le quart du nombre des boulets d'une pile 4 base triangulaire de
rang 2 i,

Exemple ITI.— Le nombre des boulets contenus dans'ensemble des npre-
miéres piles triangulaires est égal au n'“ nombre triangulo-triangulaire

n(n+1{n-+2)(n+3)
1.2.3.4 ’

Fj ==
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Exemple I'V. — Le nombre des boulets contenus dans I'ensemble des
n premiéres piles a base carrée est la somme des triangulo-triangulaires de
rangs n et (n —1), ou

nin-L+12(n-+2)
Fi, +Fi— h( )

Ezxemple V. — Démontrer directement la formule qui donne le nombre
des boulets d'une pile & base rectangulaire.

Ezemple VI. — Trouver le nombre des projectiles qui se trouvent sur la
surface latérale ou totale d’une pile. — Huit cas.

Ezxemple VII. — Nombre des boulets d'une pile tronquée & bases paral-
léles. — Quatre cas.

Exemple VIII. — Trouver la somme des n premiers polygonaux de ¢
cités et de premiére espéce. — On a
P’(_’_ Pg+ __'_p,'Tt — E@il_‘)_ +(q _‘4)_‘)(’2—_1.).1@—_—_’_”.

2 6

Pour ¢ = 3 et pour ¢ = 4, on retrouve les expressions de T\, et de Q,.
Exemple I1X. — Trouver la somme des n premiers polygonaux de g
cOtés et de seconde espéce. — On a

— -+
0] +07+...+07 = n—:—q(—n-—méi-—')-
Lorsque ¢ = 6, on trouve n3 pour la pile hexagonale de n pions sur le
cOté de la base.
Exemple X', — Trouver la somme des polygonaux de rang n et de pre-
miére espéce, dont les cotés sont 3, 4, 5, ..., g. — On a

RIGEEDICEL)

Pi+Ph+...+P;=n(g—2) "

Ezemple XI. — Trouver la somme des polygonaux de rang n et de se-

conde espéce, dont les cotés sont 3, 4, 5, ..., g. — On a
03.-1" O,‘;—{'— +OZ :q._2+ n(n2_1> I:q(ql’f'l)_g:l-

Ezemple X1I. — Trouver la somme de tous les polygonaux des n pre-
miers rangs et dont les cotés sont 3, 4, 5, ..., g. — Deux cas.

. Ezemple XIII. — Dans un systéme de numération de base B, la somme
des chiffres de tous les nombres n’ayant pas plus de n chiffres est

1nrB(B —1).

Le produit des chiffres significatifs de tous ces nombres est égal a la puis-
sance de la factorielle (B —1)! qui a pour exposant anB#-1,

CHAPITRE V. — LES NOMBRES FIGURES. 61

40. Bintme de Newton. — La théorie des nombres figurés con-
duit au triangle arithmétique de Pascar et a la formule appelée
binéme de Newron.

Si 'on multiplie le pelynéme

F=a+br+cxr+... .+ kan-t4 lgn

par (1-+ &), et si on n’écrit que les coefficients de F et ceux du
produit P, on trouve

pour F..... a, b, c, k, {;

pour P.. .. a, «a-+b, b4 e, h+k k-1, I

comme dans la multiplication d’un nombre par 11 (n® 18, £x. I);
par conséquent, ces coefficients se calculent comme dans un Ta-
bleau de sommes (n® 5).

En particulier, les coefficients des puissances successives de
(1+ ) produisent le triangle arithmétique de Pascar. On a done
le développement

(1+z)p=1+Clz+ Clri+. .+ Clzi+...+ Char;

d’ailleurs, si I'on remplace dans la formule (4) du n® 38 le nombre p
par (p — g --1), il vient, en tenant compte de la formule (3) qui
donne Uexpression générale des nombres figurés,

(p—1)...(p—g—+1)
Cr =Figrr = £E 1.2.3.1.0.(/ ? '

On a donc le développement

L PP PP (p—g )

, 2T+ +TP,
1.2 1.2.3...9

(|+x)P:1+$x

On peut vérifier a posteriori 'exactitude de ce développement,
en faisant voir que, si cette formule est une identité pour une va-
leur entiére et positive de I'exposant p, elle a lieu encore pour I'ex-
posant (p +1).

En.remplagant x par (b: ) et en multipliant les deux membres
par a?, on a la formule

(a-b)P=api %ap—léw- i‘:’z;ﬂap—=bﬁ+...+ be,
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41. Propriétés des coefficients du développement de (1+ z)r. —
Les coefficients de ce développement, que nous désignerons sou-

vent, pour abréger, par1, py, ps, ..., pp, sont ennombre (p +1).
On a d'ailleurs

— (-7 _

,=C"=__P.;___ — D .
Pq 14 qI(P___q)! 4 Pp-q

Les coefficients a égale distance des extrémes sont égaux; ils
vont en croissant jusqu’au milieu du développement.

La somme des coefficients est égale & 27 et la somme alternée
est nulle, ainst qu'on le voit en remplacant z par 41 et par — 1.

On en déduit les sommes des coefficients de deux en deux,

14 Py~ py -+ Pe—+—. .= 2P71,

Pi+pa+py+., . =2P-L

Les coefficients étant entiers, C% est entier, quelles que soient
les valeurs des nombres entiers positifs p et ¢; par conséquent, /e
produit de q nombres entiers consécutifs est divisible par le
produit des q premiers nombres entiers. D'ailleurs C? est nul
pour g > p.

Ezemple 1. — Produit des coefficients du bindme. — En partant de
I'expression

Q7 — p!

N S N— T |
P glp—g)t T P

on trouve facilement, pour le produit des coefficients du développement de
(14 2)?, la valeur

{php-t
D23 (p—=O*
EzempleIl. — Somme alternée des g premiers coefficients. — En se

reportant au n* 13 (£2. IT), on a
1—CL+ C3—C3+.. .+ (—1)7C) = (—1)?C]_,.

Il n’existe pas de formule simple pour la somme des g premiers coeffi-
cients du développement de (1 + z)P.
Ezemple I1I. — Démontrer les formules suivantes dues a M. DELANNOY.

P i+(p—2)Ci+(p—4)Cl+..+(p—29+2)C '=¢C],

P—1

-

pa—(p—2)Chtr...+(— 1)1 (p—2g+2) Ci! = (—ne-1 L(P=29 40 6

g

b
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CHAPITRE VI.

L’ANALYSE COMBINATOIRE.

42. Permutations. — Ce sont les maniéres de disposer n objets
différents en ligne droite et, plus particuliérement, les maniéres
diverses d’écrire la somme ou le produil de 7 nombres inégaux
deux & deux. En désignant le nombre de ces maniéres par Py, on a

P,=nP,_, et P,=1.2.3.... n.

En d’autres termes, le nombre des permutations de n objets
différents est égal au produit des n premiers nombres. On dé-
signe encore ce produit par n! que I'on appelle factorielle n.

Lorsque 'on remplace, dans une suite d'objets, chacun d’eux
par le suivant, on fait une permutation circulaire. Le nombre
des permutations de n objets diffécents, placés sur une circonfé-
rence, est égal a P,_, ou (n—1)!

Formation du Tableau des permutations de n nombres dans
I'ordre numérique, ou de n lettres dans l'ordre alphabétique. —
Connaissant une permutation, trouver son rang dans le Tableau.
— Inversement, écrire une permutation dont le rang est donné.

L’analyse combinatoire a été imaginée par FERMAT et PascaL pour obte-
nir la solution de problémes sur le Calcul des probabilités. Dans son Traité
duTriangle arithmétigue, PascaL en donne deux applications; I'une est
intitulée : Usage du triangle arithmétique pour les combinaisons, et
Vautre : Usage du triangle arithmétique pour déterminer les partis
qu'on doit faire entre deur joueurs qui jouent en plusieurs parties.

Lorsque la permutation des lettres d’'un mot, ou d'une phrase, forme un
nouveau mot, ou une nouvelle phrase, la permutation prend le nom
d’anagramme. Ainsi les mots logarithme et algorithme sont formés
des mémes lettres dans un ordre différent. PascaL, dans les Pensées, s'est
caché sous le pseudonyme de SavomoN DE TuLTIE, anagramme de Louis
DE MONTALTE, nom sous lequel il fit paraitre les Lettres provinciales.
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Ezemple I. — Calculer le nombre des permutations de n objets pour
toutes les valeurs entiéres de n jusqu’a 25.

1.2.3. ... n ou n! n
I

2 2

6 3

24 | 4

120 5

720 6

5040 2
40320 8

3 62880 g
36 28800 | 10

399 16800 | 11

1790 01600 | t2

62270 20800 | 13

8 71782 gr1200 | 14
1Jo 76743 68ovo | 15

2092 27898 88000 | 16

35568 74280 gbooo | 17

6 40237 37057 28000 | 18
121 64510 04088 32000 | 19
2432 g9oz200 81766 4ocoo | 90

51090 gi217 17094 4oooo | 21

1t 24000 72777 76076 80000 | 22

258 52016 73888 49766 4oooo | 23

6204 48401 73323 94393 Goooo | 24

I 5512 10043 33098 359840 ocoooo | 25

Les permutations des 25 premiers nombres,

On voit ainsi que le nombre des permutations de n objets augmente
rapidement avec z. Pour des valeurs plus grandes de », on ne calcule
habituellement que le nombre des chiffres et les premiers chiffres, au moyen
d'une formule donnée par STIRLING.

Ezemple II. — Trouver'le nombre des maniéres de permuter un mot
formé de  consonnes et de n voyelles distinctes, de telle sorte qu'il n’y ait
pas deux voyelles ou deux consonnes consécutives. — On. trouve 2{P,)2,

et ainsi pour un mot composé de cing consonnes et de cing.voyelles, toutes
distinctes, ce nombre est égal a 28800, tandis que le nombre de toutes les
permutations est Py = 3.628 8o0.
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Exemple III. — On permute les chiffres 1, 2, 3, 4, 5 de toutes les ma-
nires possibles; trouver la somme des nombres formés par ces permuta-
tions dans le systéme décimal.

On prend la somme des nombres donnés par une permutation et par la
permutation complémentaire; on trouve ainsi, puisque la somme des
nombres de deux permutations complémentaires, telles que

24513
42153

66666

est constante, que la somme cherchée est la moitié¢ du prodait de P, par
le nombre 66666.

43. Permutations figurées. — Ce sont les dispositions dec n
jetons sur les cases d'un échiquier de n2 cases, de telle sorte qu’il
n'y ait pas deux jetons sur une méme ligne — ou sur une méme
colonne |. Ces dispositions correspondent au probléme des tours
au jeu d’échecs,

A toute permutation de n nombres correspond une permutation
figurée, el inversement ; nous trouverons I'application des permu-
lations figurées dans la théorie des déterminants.

La fig. 28 représentc les permutations figurées de quatre él¢-
ments 1, 2, 3, 4; elles sont rangées dans Vordre numérique,
d’aprés la permutation correspondante placée au-dessous de cha-
cune d’elles. Les cases ombrées figurent les jetons.

Nous montrerons plas loin, au Chapitre VIII, que cette repré-
sentation des permutations, qui constitue un ensemble important
des théories de VArithmétique de position, trouve encore une
intéressaule application dans les produits des sommes de quatre
carrés, et dans la théorie des factorielles.

Ezemple I. — Dans toute permutation figurée, le nombre des jetons
situés sur les cases de couleur opposée a celle d’un coin de Péchiquier est
toujours pair (voir n° 8).

En effet, soient

(IJ.Vi)! (27y2)r (3;.73)7 rars (":.}’n),

les coordonnées des jetons d’une permutation figurée ¥132 93 ... ¥n, en

prenant le coin de coordonnées (1, 1) pour origine. La somme de toutes
les coordonnées

(l+y1)+(z+y,)+(3+ya)+...—»—(n—i—y,,),
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vaut évidemment le double de la somme des n premiers nombres et, par
suite, un nombre pair. D’autre part, si 'on supprime les parenthéses a

Fig. 28.

N N
B

3 ¢ 1 3 2 b 2

Les permutations figurées de quatre éléments.

somme paire, qui correspondent & des jetons posés sur des cases de méme
couleur que la case (1,1), il reste un total pair. Par suite, les parenthéses
4 somme impaire, qui correspondent aux jetons placés sur des cases de
couleur opposée a celle du coin (1, 1), forment un nombre pair; elles sont
donc en nombre pair.

Ezemple [I. — Trouver le nombre G, des permutations des n premiers
chiffres, dans lesquelles la somme des chiffres a égale distance des ex-
trémes est la méme. En d’autres termes, trouver le nombre des permu-
tations figurées qui sont symétriques par rapport au centre de I'échi-
quier.

Si n est impair, il y a une tour au centre de l'échiquier, et, en suppri-
mant la ligne et la colonne du milieu, on obtient un échiquier dont le
cdté est (n —1). On a ainsi

GM-H - Glr;-

Soit ( fig. 29) un échiquier pairde coté 2n; la position d'un jeton e dans
la premiére colonne donne la position d'un jeton @' dans la derniére co-
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lonne; en supprimant les lignes et les colonnes qui contiennent a et a', il
reste un ensemble de cases qui correspond & un échiquier de (22 —2)

Fig. 29.

N

Permutations symétrigues.

cases de coté. Mais @ peut occuper 2n places dans la premiére colonne;
par suite
Gon = 21 Gaps;
d'ou I'on déduit
Ganst = Gap = 2. 0!

Exemple IIl. — Déterminer le nombre R,, des permutations figurées qui
coincident avec elles-mémes en faisant tourner I'échiquier d’un quart de
tour ( fig. 30).

La permutation est symétrique par rapport au centre de I'échiquier, car

Permutations tournantes.

elle coincide avec elle-méme par rotation de deux quarts de tour. On a,
puisque les jetons vont par quatre, sauf au centre,

Rin+1 = Ryyy et Rints = Ripra=o0;
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puis, comme précédemment, en observant que le jeton ne peut éire placé
dans un coin de I'échiquier,

. Rin=(4r—12) Rin-u!
par suite
Ryn = 2.6.10. ... (§rn—2).

Ezemple I'V. — De combien de maniéres peut-on effectuer le produit
de n facteurs distincts, en supposant que tous les produits différent des
facteurs et différent entre eux ?

Soit O, ce nombre de maniéres; le nombre de multiplications 4 faire
dans chacune des maniéres est toujours (n—1). On a d’abord, pour deux
facteurs a et &, les multiplications ab et ba ; donc O, = 2.

Prenons un troisiéme facteur ¢; on peut le combiner comme multipli-
cateur ou comme multiplicande avec le produit effectué, ce qui doune

clab) et (ba)c;

mais on peuot aussi faire intervenir le nombre ¢, pendant la multiplication,
de quatre maniéres :

ach, cab, bca, cla,

on a donc O3 = 603. Prencns un quatriéme facteur 4 et combinons-le
avec 'un des O; produits entiérement effectués, abe par exemple. On a
deux maniéres distinctes :

d(abe) et (abc)d;

mais, si I'on introduit le facteur & pendant I'opération, abe exige deux
muoltiplications. Donc, en faisant intervenir & dans l'intervalle de Ia mul-
tiplication de @ par{bc), il y a quatre maniéres :

ad(bc), da(bec), a(dbe), a(bdc),

et autant pour la multiplication de (bc) par @; en tout dix maniéres. On
a donc

04 = 10 03.

Désignons par M une des maniéres employées pour obtenir le produit
de (n — 1) facteurs, et introduisons le nouveaun facteur f. Celui-ci peut se
combiner comme multiplicande ou comme multiplicateur, ce qui donne
les deux cas M/ et fM; mais, si on lintroduit avant d’avoir effectué le
produit M, il y a (n — 2) multiplications dont chacune donne quatre ma-
niéres; donc en tout

2+ 4(n—2) ou 4n-—6;
par suite
On=(47—6)0u,
et
Op,=12.6.10... (4n—86)=127-1,1.3.5... (2n — 3).
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Cette démonstration est due & O. RobricrEs; mais le résultat précédent
est de M. Cararan (Journal de Liouville, 1™ série, 1. I1I et VI).

44. Permutations avec répétition. Ce sont les diverses ma-
ni¢res de disposer n objets en ligne droite, ces objets n’étant pas
tous distincts. Par exemple, si o lettres sont égales 4 a, si § lettres
sont égales a &, ..., X lettres & /, avec la condition

a+B8-+...+r=mn,

le nombre des permutations avec répétition est

I

al BT

Ezemple I. — De combien de maniéres peut-on effectuer le produit

de n facteurs égaux ou inégaux ?
Si o facteurs sont égaux a4 «, B &b, v 4 e, ..., en désignant par
a, b, e, ... des facteurs quelconques inégaux, il faut diviser

O, =27-1.1.3.5. ... (2n—3),
par le produit des factorielles
al Byl ..,

Exemple 1. — De combien de maniéres peut-on remplacer le produit
de n facteurs par des produits de deux facteurs dans le cas de r pair,
et par des produits de deux facteurs et d’un seul, dans le cas de » impair?

Exemple III. — De combien de maniéres peut-on décomposer un pro-
duit de 3~ facteurs en n produits de trois facteurs?
On trouve
(3n)!
30 rt’
45. Arrangements simples. — lLes arrangements simples de

p objets distinets, pris ¢ 4 ¢, sont les maniéres de disposer en ligne
droite ¢ de ces objets, de telle sorte que deux dispositions différent
soit par le choiz, soit par I'ordre des objets.

En désignant leur nombre par A?, on déduit ces arrangements
des arrangements A%, en écrivant successivement a la suite de
ces derniers les (p — g -1-1) lettres qui n'y entrent pas

. Al=(p—g+1) AT
par suile,
Aj=plp—np—2)--- (p—g+ 0
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Ainsi, le nombre des arrangements simples de p objets, pris
q « q, est le produit des g nombres entiers décroissants a par-
tir de p.

Si p = ¢, on retrouve les permutations; st p <Z g, ona A% -= o,
conformément a la définition.

Si I'on exprime, de deux maniéres différentes, le nombhre de fois
qu’unc lelire @ entre dans le tableau des arrangements a une place
déterminée, 4 la premiére par exemple, on a encore la formulc
de récurrence

Al =pAJ~).

Exemple I. — Former les arrangements simples de p lettres, prises ¢ i
¢, en suivant 'ordre alphabétique.

Connaissant un arrangement simple, trouver son rang dans l¢ tableau.

Inversement, écrire un arrangement simple de rang donné.

Ezxemple II. — Trouver la somme de tous les nombres du systéme d¢-
cimal qui n’ont pas plus de cinq chiffres, et formés seulement des chiftres
o, I, 2, 3, 4, les chiffrcs ne pouvant étre répétés.

Exemple IIT. — Décomposer le tableau des arrangements simples do
p lettres, prises ¢ a ¢, d’aprés la considération d'une lettre «.

Exemple IV, — Décomposer le tableau des arrangements simples do
p letires, prises ¢ &4 ¢, d'aprés la considération de deux lettres a ct b,

46. Arrangements complets.

Les arrangements complets de
p objets, pris ¢ a ¢, sont les maniéres de disposer en ligne droite
q de ces objets, ces objets pouvant éire répétés jusqu’a ¢ fois,
mais de¢ telle sorte que deux dispositions different soil par le choii,
soit par I'ordre de ces objets.

En désignant leur nombre par B, ona

—1
B} =pB] et B} = pn.

Ainsi, le nombre des arrangements complets de p objets, pris
q @ q, est le produit de g nombres égaux a p.

Si I'on écrit tous les nombres du systéme de base p jusqu’a
g chiffres, en complétant par des zéros 4 la gauche tous ceux quiont
moins de g chiffres, et en commengant par ooo. ..o, on forme les
arrangements complets de p chiffres pris ¢ a ¢.

Ezemple . — Connaissant un arrangement complet de p chiffres pris
g & g, trouver son rang et inversement.
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Exemple II. — Trouver la somme de tous les nombres du sysiéme deé-
cimal qui n’ont pas plus de ¢ chiffres,

Ezemple ITI. — Décomposer le tableau des arrangements complets de
p lettres, prises ¢ 4 ¢, d’aprés la considération d'une lettre a.

Exemple I'V. — Décomposer le tableau des arrangements complets de
p lettres, prises ¢ & ¢, d'aprés la considération de deux letires « et b

47. Combinaisons simples. — Les combinaisons simples de
p objets, pris ¢ & g, sont les groupes que I'on peut former avec g de
ces objets, de telle sorte que deux groupes différent par le choix
et non par Uordre des objets. Ainsi

les Permutations P4 ne différent que par I'ordre,
les Combinaisons C} » » le choix,
les Arrangements A% différent par 'ordre ou par le choix.

On a la formule
A7 =P,.Cl,
el, par suile,
- pip—1)..Ap—q+ 1)_
T 1.2.3...9

Ainsi, le nombre des combinaisons simples de p objets, pris q
@ g, est le produit des q nombres entiers décroissants a partir de
p, divisé par le produit des q premiers nombres.

On peut encore écrire

P op-q
giip—)t 7

A toute combinaison Cf en correspond une autre, complémen-
taire.

Sil’on suppose que les objels sont des lettres que 'on peut ran-
ger dans chaque combinaison, suivant’ordre alphabétique, etsil'on
observe que le tablean des combinaisons est symétrique par rapport
4 toutes les lettres qui y entrent, on voit que

T =

le nombre des lettres du tableau est........ oo qGF;
: ?ca.
le nombre de fois que @ s’y trouve est......... ECE,
P —1
le nombre des combinaisons contenant a est... CiZy.

On a donc la formule
gCl=pCI1;

d’ot 'on déduit encore l’expression de CZ.
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Enfin on a la formule
gCl=(p—q+1)C]_,,

que 'on démontre en ajoutant a chacune des combinaisons du

tableau C“{H

et en observant que 'on reproduit ainsi g fois le tableau C9.
q p q »

chacune des (p — ¢ + 1) lettres qui n'y entrent pas

Exemple I. — De combien de maniéres peut-on appliquer quatre, au
plus, des sept couleurs du spectre solaire, sur les faces d’un tétraédre
régulier?

Pour guatre couleurs distinctes. ... .. . 2C0% ou ~o
»  trois » » s 3CE » 105
»  deux » P 3C3 » 63
» une » P Cee e C% »
En tout................ 245
Ezremple 1. — Démontrer directement que Ie nombre de toutes les
combinaisons possibles de p lettres est égala 22~ 1. — En effet, prenons, par

exemple, quatre leitres a, &, ¢, d; formons toutes les combinaisons pos-
sibles de ces quatre lettres; ajoutons-y l'unité; nous formons le tableau
de gauche, dont le nombre des combinaisons est, en comptant 1, égal a 2%,
Ajoutons une lcttrc e, nous formons le tableau de droite. Ainsi le nombre
des combinaisons possibles de cing lettres est le double de celui de quatre
lettres, et ainsi de suite.
Fig. 31.

1, b,
a, b, e, d, ae, be, ce, de,
ab, ac, ad, be, bd, ed, abe, ace, ade, bee, bde, cde,
abe, abd, acd, bed, abee, abde, acdc, bede,
abed. abede.

Combinaisons de quatre et de cing lettres.

On pcut donner une autre démonstration fondée sur la considération du
systéme de la numération binaire. Sil'on considére les unités des différents
ordres jusqu’au 2¥™ comme des objets différents, tous les nombres du sys-
téme binaire ayant n chiffres au plus représentent, aprés suppression du
zéro, toutes les combinaisons de » objets pris un & un, deux a deux, ...,
jusqu’a », c’est-a-dire tous les nombres qui ont 1, 2, 3, ..., chiffres signi-
ficatifs dans le systémc binaire. Le nombre total des combinaisons est donc
égal au nombre du systéme binaire formé par n fois le chiffre 1 ou 27 — 1.
Le Jekim, boulier chinois de Fo-cnur, est une représentation sensible de
cette démonstration.
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De méme, le nombre de toutes les combinaisons de n objets distincls
pris un a un, deux i deux, trois a trois, ..., en supposant gue chaque ob-
jet puisse étre pris deux fois, est égal & 37— 1, comme cela résulte de la
considération du systéme de la numération ternaire, ou du boulier corres-
pondant. Et ainsi de suite.

Lzemple 1II. — De combicn de manicres peut-on décomposer le produit
N = abe. ../, de n factcurs, en un produit de deux factcurs?

C’est la moitié du nombre des combinaisons de n objets pris un & un,
deux a deux, ..., 7 a n, ou 271, en comptant le produit 1. N, ¢t en con-
sidérant comme une scule maniére le produit pg et le produit gp.

Ezemple 1V. — Les combinaisons du tablecau G} étant rangées suivant
Iordre alphabétique, trouver le rang d’unce combinaison doande, Inverse-
ment, écrire la combinaison de rang donnd.

Ezemple V. — Méme question pour le tableau alphabétique de toutes
les combinaisons possibles’de p lettres, chacune d’efles ne pouvant étre
prise plus d'une fois.

48. Addition des combinaisons simples. — On a la formule
() CZ = C;‘C--l + C;ﬂj,

qui correspond & la loi de formation du triangle arithmélique, e,
puisque les deux premiéres lignes du tableau des nombres de com-
binaisens et du triangle sont les mémes, on en déduit que les
tableaux sont identiques.

Exemple 1. — Vérifier la formule (1) par Uexpression de GJ.
Ezemple 1. — Décomposer l¢ tableau G par la considération de deux
lettres @ et &.

Combinaisons ne contenant ni @ ni b........, Ccj .
Combinaisons contenant ¢ et non &... ... ... Clmy
» " betnona,.. ..... . Cr

. -2

» » act b ....... e Cﬂ—?ﬁ

on a donc la formule

Cf = Gf_y +2GI7} + CY2,

que l'on peut vérifier par I'expression de C§ ou déduire de la formule (1),
par l'addition des égalités
Cl = Cl )+ Cg-_-;,

cil = a7, + C1o

=2 pP=2"



74 LIVRE I. — LES NOMBRES ENTIERS.

Exremple ITI. — Décomposer le tablean des combinaisons CJ par Ja con-
sidération de trols letires a, b, ¢.

Combinaisons ne contenant aucune des trois lettres........ Cl_,.
» contenant une des trois lettres.............. Cy G173
" » deux des trois lettres........ ... .. cicii
» » les trois lettres........ooion ... C3Cyy.

On a donc la formule

- . —1 . - , -3
Co=CY_y + 30078 3002 + Y78,

On trouve, par induction, la formule suivante

—1 -2, -r
Ch=0Cf ,+CLC]Z, + C2CI2 +. ..+ CLCTZY,

ou, sous la forme symboligue,
(1) Cleds G20 (C—1)7,

en considérant les indices supéricurs comme des exposants. On peut
démontrer directement cette formule par la considération de r lettres dé-
terminées, ou la vérifier @ posteriori. (Voir un de nos articles dans la
Nouvelle Carrespondance mathé matigue, . 11, p. 7o0.

Fremple IV. — Si I'on désigne par e, le nombre des arrangements
«imples de a lettres prises p 4 p, on a la formule

Apgl-i- .o+ by,

pip—1)
1.2

{a-+by,= rz.,,—w—pT ap—1b;+

que 'on appelle formule du bindme des factorielles de VANDERMONDE.

En eflet, (a — &), est le nombre des arrangements simples de (a + &)
lettres prises p & p; si Pon partage ces lettres en deux groupes, I'un de
a lettres, autre de b letires, ees arrangements pourront se diviser en diffé-
rentes classes

1° Arrangements ne contenant que des lettres du premier groupe;

2° » contenant { p — 1) lettres du premier groupe et tdusecond;
3° » » (p —2) » 2 » :
4° » » (p — ‘3) » 3 n 3

Cherchons combien il y a d’arrangements de la (g +-1)“™ classc. Nous
commencgons par former les arrangements des a lettres du premier groupe
prises (p — g) a {p-—q); dans ces arrangements, on introduira g lettres
«u second groupe et I'on variera leur ordre de toutes les maniéres possibles,
sans changer 'ordre des premiéres, ce qui peut se faire de p, maniéres, et
I'on obtiendra ainsi pya@,—, arrangements distinets de (@ —+ &) lettres
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b
prises ¢ & ¢. Enfin, comme il v a g’; maniéres de prendre g lettres du

second groupe, le nombre des arrangements distincts de la classe de rang
{g—+1)est

Pq ) i
a! Ap_gby ou Cla, ;b

En faisant varier ¢ de 0 & p et faisant la somme, on trouve la formule
donnée.

SiTon remplace les arrangements simples par [es arrangements complets,
on retrouve la formule du bindme (n° 40).

49. Combinaisons complétes. — Les combinaisons complétes
{ou avec répétition) dep objets, pris ¢ a ¢, sont les groupes que 'on
peut former avec ¢ de ces objets, ces objels pouvant étre pris jus-
qu’a ¢ fois, de telle sorte que deux groupes différent par le choix
et non par lordre des objets.

St I'on désigne par D7 le nombre des combinaisons complétes,

ona:
Nombre des lettres du Tableau Df. ........... g D]
Nambre de fois que a se trouve dans Df.. ... .. Z Dy
Nombre des combinaisons contenanl a......... Dyt
Nombre de fois que @ se trouve dans D} .. .. f{-;;—l- Dyt

Par suite,
gDl =(p+q- 1D},
d’ot l'on déduit
pp=Plp D (prg—n)
» q!

Ainsi, le nombre des combinaisons complétes de p objets, pris
g aq, estle produit des g nombres entiers croissanis & partir de
Py divisé par le produit des q premiers nombres.

Iin renversant ordre des facteurs du numérateur de D7, on a

q e /4 N
Dp - C‘]H'qfl y

ainsi, le nombre des combinaisons complétes de p objets, pris ¢
@ q, est égal au nombre des combinaisons simples de(p + g — 1)
objets, pris q & q. On peut démontrer directement ce résultat de la
maniére suivante. Désignons par

dh dg, £l;;, ey Lfl;,
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les p lettres des combinaisons complétes, et par
C1y €3y €3y ooy €py -y Cpagy

les ( p -+ g — 1) lettres des combinaisons stmples. Formons respec-
livement les tableaux D7 et CI,__ ; rangeons toutes les letires
dans chaque combinaison, de telle sorte que dans celles du tableau
D] les indices ne soient pas décroissants et dans celles du tableau

C;’,H’ﬂ les indices suivent Pordre croissant. Soit

61, 823 O3, ..oy r:q

la suite des indices d'une combinaison D?3 ajoutons respective-
ment les nombres

0, I, 2, ..., (g—1},

nous formons une suite d'indices croissanls
Ti, T2y T.’h cewy "{r/s

et pris parmi les (p + ¢ — 1) premiers nombres; cette suite cor-
respond & une combinaison des lettres ¢. Inversement, a toute

combinaison C} des lettres ¢ correspond une combinaison D}
des lettres d. C.Q.F.D.

Exemple I (Le jeu de dominos). — Si 'on suppose qu'un jeu de domi-
nos se termine au double — n, les dominos représentent les combinaisons
complétes des (n - 1) nombres

0, I, 2, ..., n,

pris deux a deux. Le nombre des dominos est D%:le nombre total des
points est n D2 et leur moyenne arithmétique est égale a n.

Exemple II. — Le nombre des termes d’un polyndme complet et homo-
géued p variables et de degré ¢ est égal a DY. Le nombre des termes d'un
polyndme complet et non homogéne, & p variables, est égal a D?.,.

Exemple IT], — Les combinaisons du tableau D} étant rangées suivant
Pordre alphabétique, trouver le rang d’une combinaison donnée. Inverse-
ment, écrire la combinaison de rang donné.

Exemple IV. — On peut donner une autre démonstration de la formule
pour D¥. — Supposons quel'on ait formé le tableau D7~! et faisons I'une des
deux opérations suivantes : 1° placons successivement, a la suite de cha-
cune des combinaisons, I'une des (g — 1) lettres qui y entrent; 2° plagons
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successivement 'une des p lettres données; on obtiendra ainsi un tableau
formé de

g1
(p+g—1)D}
dispositions et contenant g fois chacune des combinaisons complétes D%,
En effet, soit une de celles-ci

(1) a*bBeyr... avec at+ B v+ .. =gq;
elle aura été obtenue ¢ fois, savoir a fois par I'introduction de @ dans
ar—t1dpdey. ..,

car @ entre {a — 1) fois dans celle-ci; on a ainsi introduit la lettre ¢ un
nombre de fois égal a (x—1) par la premiére opération, et une fois par
la seconde; la combinaisen (1) considérée a ¢été obtenue a fois par Fin-
troduction de @, puis B fois par celle de b, et ainsi de suite; on a donc

(p+q—1)D}™ = gD].
50. Addition des combinaisons complétes. — Dans le tableau D?
des combinaisons complétes, le nombre des combinaisons conle-
nant @ est D~ et le nombre des combinaisons ne contenant pas

aest D7 ;ona done la formule

(1) D% =D7 , + DI

Exemple I. — Vérifier 1a formule (1) par I'expression de D;’).

Ezemple [I. — Décomposer le tableau DY par la considération de deux
letires @ et b.

Combinaisons ne contenant nia ni &......... ... Df_,
» contenant @ et non & . ............ DIZ)
» » beltnona............. D;’;i
» » ael boe it D;‘T"

on a donc Ia formule

D7 =D}

g—1 q—2
g + 2Df”) + D%,

que I'on peut encore vérifier par 'expression de Df, ou déduire de la for-
mule (1), par I'addition des égalités

7 . p7-t it
DZy = Diy +Dpoiy

DI — DP- 4 D2,
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Exemple III. — Décomposer le tableau D7 par la considération de
trois lettres @, &, c.

Combinaisons ne contenant aucnne des trois lettres . .. D%,
» contenant une des trois lettres. ... .. .. CiDJ 3
» » deux des trois lettres......... C:D} %
» » les trois lettres. ... ....onnn cipg?

On a donc la formule

D= Dy, =3D]_,+3 DIzl + D4,

p=3 T
On trouve, par induction, lu formule suivante

T _ : 71 ay7—? =
Dp = DZ r Gl D[;—f'+1 -+ C‘J' DI,,,-,,_E e D’, .

On peut démontrer directement cette formule par la considération de r
letires détermindes, ou fa vérilier @ posteriort.

Si l'on exprime les combinaisons complétes au moyen des combinaisons
simples, on trouve une formule qui ne différe pas scnsiblement de la for-
mule (1) du n° 48 (Ex. [IT).

51. Les inversions. — ll ya incersion ou dérangement dans une
permutation de nombres, inégaux deux 4 deux, écrits sur une ligoe
horizontale, toutes les fois qu'un nombre se trouve placé i la gauche
d’un nombre plus petit.

Pour compter le nombre des inversions, on peut procéder de
deux maniéres différentes, soit en comptant pour chaque terme le
nombre des termes qui sont a la droite plus petits que lui, soit en
comptant pour chaque terme le nombre de ceux qui sont & la gauche
plus grands que lui, et en faisant lc total pour tous les termes dans
'un ou 'autre cas.

On divise les permutations de n nombres en deux classes, sui-
vant que le nombre des inversions est pair ou impair. Les deux
classes sont également nombreuses.

L’échange de deux éléments quelconques d’une permutation
change la classe de la permutation. Plus généralement, un nombre
pair d’échanges d’éléments quelconques d’une permutation n'en
modifie pas la classe; un nombre impair d’échanges produit sur la
permutation primitive un changement de classe. (Btzour.)

Exemple I. — Déterminer le nombre total D, des inversions dans le
tableau des P, permutations de n éléments. Ecrivons d’abord (a -+ 1) fois
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l¢ tableau P,, nous obtenons ainsi (n +1)D, dérangements. Plagons
maintenant le (2 + 1) ¢lément 4 la derniére place, & Pavant-derniére,

., 4 la seconde place, 4 la premiére dans chacun des tableaux; nous pro-
duisons successivement pour chaque permutation

o, 1, 2, ..., (R—1), n

nouveaux dérangements ct nous avons construit le tableau des Ppyyq per-
mutations de (n + 1) ¢léments. On a donc

ni{n-+r)
Dyyy=(n-+1)D,—+ L P,.
Posons D, =2 P, Q,, il vient
n
er~i = er—?" )—;
remplacons successivement z pav 1, 2, 3. ..., (» —1), ct faisons la somme
des égalités obtenues; nous trouvons
n (:”‘ - l) 1P 2
Qrt: T et [)HZEIMLH'

o

On vérific immédiatement ce résultat en observant que le nombre total
des inversions d'une permutation et de la permutation renversée est éal
au nombre C2 des combinaisons de n éléments pris deux & deux,

Ezxemple II. — Le nombre total des inversions contenues dans les per-

mutations circulaires de n éléments est & (n—1)n(n +1).

52. Les cycles. — On peut encore déterminer la classe d'une per-
mutation par la méthode plus expéditive des cycles, due & Caveny.
Considérons une permutation quelconque de quinze nombres, et
placons au-dessus de chacun de ses termes les nombres caticrs

suivant Iordre ordinaire
1,2, 3,4,5 6,7, 8 9,10, 11, 12, 13, 14, 13}

8) 63 12, 1, 57 l‘i; 2, 11, 131 [53 L/h 9: 3: Lo, 7.

Au-dessous de 1 se trouve 8; au-dessous de 8 se trouve 115 au-
dessous de 11 se trouve 4; au-dessous de 4 se trouve 1. On forme

ainsi le premier cycele
I, 8, 11, 4.

En partant du nombre 2, on forme un deuxi¢me cycle

2, 6, 14, 10, 15, 7.
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En partant du nombre 3, qui ne figure pas dans les deux cycles
précédents, on forme un troisitme cycle

3, 12, 9, 133

enfin il reste le cycle formé par un scul nombre, 5.

Cela posé, I'échange de deux éléments augmente ou diminue, de
1, le nombre des cycles de la permutation, suivant que les éléments
échangés appartiennent au méme cvele ou & des cycles différents,
On en déduit que deux permutations appartiennent 3 une méme
classe ou 4 des classes différentes suivant que les nombres de leurs
cycles sont ou ne sont pas de méme parité.

Pour déterminer la classe, on remarquera que la permutation
suivant 'ordre naturel contient un nombre de cycles égal au
nombre des éléments de la permutation.

La théoric des inversions et des cycles trouve son application
dans un grand nombre de questions d’Algébre; le lecteur trouvera
une interprétation intéressante de cette théorie dans le jeuw du Ta-
quin (voir nos Récréations mathématigues).

Ezemple I. — On appelle écart d'un élément la différence entre son
rang dans la suite naturelle et son rang dans une permutation. Démon-
trer que si 'on supprime un terme quelconque d’une permutation des
n premiers cntiers, la variation du nombre des inversions est de méme
parité que I'écart du terme.

Exemple II. — Aprés avoir formé le tableau C} des combinaisons
simples de p lettres, prises ¢ a4 g, on suppose que a lcttres deviennent
les mémes que «; quel est le nombre des combinaisons différentes?

Les combinaisons qui contiennent r fois @ sont en nombre

—

g—r
CF

et il faut faire la somme de ces expressions de r =0 a 7 — a.

Ezemple III. — On forme le tableau des arrangements simples AT de
p lettres prises ¢ @ ¢; on suppose ensuite que a lettres sont les mémes
que a; combien y a-t-il d'arrangements différents?

Les arrangements qui contiennent r fois correspondent, en retirant
cette lettre, a une combinaison CI_; ; introduisons r fois @ dans cette
combinaison et permutons les lettres de toutes les manidres possibles ;
nous obtenons des arrargements différents en nombre

q! ~q—r
;__! Cp&:z:
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et il faut ensuite faire la somme de ces expressions de » =04 r = 2, en
supposant o! = 1.
Ezemple IV. — Parmi toutes les permutations de ¢ lettres, combien yen
a-t-il qui contiennent une, deux, trois, ..., lettres & des rangs désignés.
Exemple V. — On a la formule

nCE - (n—1)CEt Gy = (n —2) Cj~? c;;+...:)£§ Clig-

En effet, soient p objets d'une premiére espéce et ¢ d'une seconde.
SiTon forme toutes les combinaisons de ces (p + g) objets, prisz a n, et que
dans chacune d’elles on mette successivement 4 la premiére place chacun
des objets qui s’y trouvent, sans s’occuper de I'ordre des autres, le nombre
des dispositions obtenues sera nC2,,.
Ces dispositions peuvent se partager en deux classes: celles qui commen-
cent par un des p objets de la premiére espéce et celles qui commencent
par un des g objets de la seconde espéce. Le nombre des groupes de la pre-
miére classe est précisément le premier membre de la formule 3 démontrer,
et, comme chacun des objets se trouve au premier rang le méme nombre
de fois, le rapport du nombre des dispositions de la premiére classe au

nombre total des dispositions est égal 4 7 £_. (H. LAURENT.)

+9q
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CHAPITRE VII.

LA GEOMETRIE DE SITUATION.

Nous placerons ici quelques considérations générales sur plu-
sieurs problémes de la Géométrie de sitnation; ces problémes se
rapportent directement & I'Arithmétique, car leur solution dépend
de la théorie des combinaisons.

LES ECHIQUIERS ARITHMETIQUES.

Nous avons montré, au Chapitre VI, P'emploi de I'échiquier,
pour la solution de divers problémes d’Arithmétique; nous don-
nerons encore, dans ce Chapitre et dans les suivants, quelques
autres exemples qui permettent de simplifier et de généraliser les
méthodes de solution de problémes célebres, dont la difficulté avait
été signalée par EuLEn; nous citerons, en particulier, le probléme
des rencontres et celui de la décomposition d’un polygone en
triangles, par des diagonales. “

Tout échiquier arithmétique est un tableau, fini ou indéfini, de
nombres placés dans les cases de carrés égaux et contigus : ces
termes se déduisent les uns des autres d’aprés une loi de forma-
tionspéciale, linéaire, permanente dans toute 'étendue du tableau;
les conditions initiales peuvent étre arbitraires; mais, en général,
on suppose connus tous les termes d’une colonne verticale et
ceux d’une demi-rangée horizontale ou diagonale. Ainsi, tout
tablean de sommeset de différences est un échiquier arithmétique;
d’ailleurs on a immédiatement cette propriété fondamentale : Si
plusieurs échiquiers ontla méme loide formation, il en est de méme
pour ’échiquier obtenu en superposant les échiquiers donnés,
aprés avoir multiplié tous les termes d'un méme échiquier, par
un nombre quelconque, positif ou négatif.
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83. Le carré arithmétique. — Il est défini par une colonne et
par une demi-rangée d’unités; on forme un terme quelconque
par I'addition de celui qui le précéde et de celui qui le surmonte.

Fig. 32.

(¥

Lo
(%4
(=1

~J
®

10 15 ar 28 36
1o 20 35 36 84 120
15 35 70 126 210 330
21 56 126 252 462 792
28 84 210 462 924 1716
36 120 330 792 1716 3432

-
001 &N Oy A W

Carré arithmétique de Fermat.

Si I'on désigne par F] le terme contenu dans la (x + 1)i¢me
ligne et dens la (y + 1)"*=® colonne, on a par définition

FL =F% ' +FL_,.

On forme ainsi le triangle arithmétique de Pascar, daps une
disposition spéciale plus symétrique et plus commode pour la
suite des calculs; d’ailleurs la loi de formation nous montre que
tout terme FY du tableau est le nombre de maniéres de se rendre
de la case (0,0) 4 la case («, ), comme dans la marche de la tour
au jeu des échecs, par déplacements d’un seul pas dans les deux
sens | et —. Si I'on désigne les deux sens par a et b, 4 chacun des
déplacements indiqués correspond une permutation avec répéti-
tion de z lettres a et de y lettres &, et inversement. On a donc

i
F; =CzZ,, = (ﬁ;—,t;’,—’ = Cl,, = Fi.

Le carré arithmétique ne differe pas du Tableau des nombres
figurés, qui a été étudié par Fermar (n° 38); mais la méthode de
calcul pour obtenir I'expression d'un terme quelconque du Ta-
bleau, en ne passant que par les permutations avec répétition de
deux éléments, est beaucoup plus simple que la méthode anté-
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rieure de Fermar, pour le calcul des nombres figurés et des combi-

naisons.

B4. Echiquier triangulaire.— Il a été considéré par M. DeLan-
~ov et appliqué & la solution de problémes difficiles sur le Calcul
des probabilités (). Dédoublons le carré arithmétique, changeons
tous les signes du carré supérieur et transportons-le sur I'autre, de
telle sorte que la paralléle au-dessous de la diagonale - vienne
coincider avec la paralléle située au-dessus; nous obtenons alors
une transversale formée de zéros, et en nous bornant a la partie
commune des deux échiquiers qui est située au-dessous de cette

ligne, nous avons le Tableau ( fig. 33)

Fig. 33.
T y
1 0
1 1 0
1 2 2 0
1 3 5 5 0
1 4 9 14 14 0
1 5 14 28 42 42 O
1 6 20 48 go 132 132 0
I 7 27 75 165 297 429 4ag 0

z
Echiquier triangulaire de Delannoy.

Laloi de formation de I’échiquier est semblable & celle du carré
arithmétique ; chacun des termes du Tableau représente le nombre
de maniéres de se rendre de la premiére case, par déplacements
successifs d’un seul pas, dans les deux sens | et —, mais sans tra-
verser la diagonale, c’est-a-dire de telle sorte qu’a un instant quel-
conque le nombre des pas horizontaux ne dépasse jamais le
nombre des pas verticaux,

En désignant par T le terme de la (z + 1) ligne et de la
(¥ -+ 1)*me colonne, on a, par définition,

+1
TJ.;: = F% — FJ:;:—M

(1) H. DELANNOY, Emploi de Udchiquier pour la solution de problémes
arithmétiques. Congrés de Nancy, Paris et Limoges. — Sur la durée du jeu
(Bullietin de la Societé mathématique, t. XVI),
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et, par suite,
r—y-+1
Y - Y ¥y
To=—"17— G
Pour les nombres de la diagonale,

1
T — _Ox_,
z = Pt L

Si I'on continue le Tableau au-dessus de la ligne des zéros, on
voit immédiatement que les termes symétriquement placés par
rapport & cette ligne sont égaux et de signes contraires.

REMARQUE. — On voit encore que les termes du Tableau, renfermés dans
P'angle z Ty, et situés sur une méme paralléle aladiagonale >, sont respec-
tivement les coefficients du développement de

(1—2)(1 4 z)n.

Le carré arithmétique posséde de nombreuses propriétés qu’il est facile
de déduire de celles que nous avons établies aux n* 4 et 10.On les trouve
reproduites dans les fig. 34 et 35; par suite, les mémes propriétés s'ap-

Fig. 34.

A

pliqueront a Péchiquier triangulaire supposé prolongé indéfiniment, en
remplagant TY dans les formules, en fonction des combinaisons. Oun par-

Fig. 35.

vient ainsi a4 de nombreuses relations; on en obtient d’autres, en appli-
quant aux coefficients de (1 3)(1+ 5)* le procédé de démonstration
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que nous avons indiqué au n® 74. Ainsi 'on peut trouver facilement, pour
P'échiquier triangulaire restreint, la somme de termes consécutifs d’une
ligne ou d’une colonne, la somme alternée de termes consécutifs d'une
paralléle & la diagonale ascendante, ou la somme des carrés de tous les
termes d'une telle ligne.

Ezemple I. — Déterminer le nombre des permutations avec répétition
de x lettres a et de y lettres & qui commencent par @ ou par b.

On trouve respectivement

—1
Chiyor et Criy-1-

Exemple II. — Parmi les permutations qui commencent par &, déter-
miner le nombre de celles qui sont telles qu’en s’arrétant a une lettre quel-
conque, le nombre des & ne soit jamais supérieur & celui des .

z2—F .y .
On trouve TZ_, — A&—‘Z Cliy-1: par suite, le nombre des permu-

tations commecngant par @, qui possédent la propriété opposée, est

¥
:r_ C.“l’H-J‘—l'

Exemple III (Probléme des deux files de soldats). — De combien de
maniéres peut-on disposer des nombres tous différents sur deux rangées
paralléles, de telle sortc que les nombres aillent toujours en croissant, de
gauche a droite, et de haut en bas.

Supposons d’abord n =12 et qu'il s’agisse de placer les nombres sur
deux rangées égales, conformément aux conditions de I'énoncé. Considé-
rons une des marches, par déplacements - et —> sur l'échiquier triangu-
laire de 6, pour se rendre de o sur le coin opposé en diagonale. Si 'on écrit

Fig. 36,

Les files de soldats,

successivement les nombres 1,2, 3, ..., en passant de autre cdté de la
ligne, toutes les fois qu'elle se brise, et si 'on écrit sur deux rangs les
nombres situés de part et d’autre, on forme le Tableau

Yy o2, 4 7, 9 I
3, 5, 6, 8 11, 12,
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qui remplit les conditions de I'énoncé. Inversement, toute disposition sur
deux rangées, conforme aux conditions de I'énoncé, conduit & une marche
sur U'échiquier triangulaire. Ainsi, le nombre des files égales, pour 2n

3 - 1
nombres donnés, a pour expression T} = 2
LS

Exemple I'V. — Sil'on remplace T}} par £, on a la formule

tne1= Lolp+ tytp—q=+...+ lp1 i+ tnlg.

En effet, si I'on considére l'¢échiquier triangulaire ayant @oansq pour
hypoténuse, f,4+; désigne le nombre des marches par pas | et — pour
aller de a4 4 @4y Lic nombre de celles qui passent par a,, sans passer

par ay, s, ..., @p—i, est évidemment égal au nombre des marches de &,
a b,—p, multiplié par le nombre des marches de @,—p & @pay, ¢'est-a-dire
atn_ptp. En faisant p =13, 2, ..., n, ct en sommant, on obtient la formule
demandée.
Fig. 37.
ity
O, o
by
by ay
b, a,
by a,
Exzemple V. — Démontrer la formule
toy—Cltpo+CL [ty 3— ... =0,
Exemple VI. — Trouver la somme de tous les termes contenus dans

les 2 premiéres lignes et les ¥ premiéres colonnes du carré arithmétique.
Ezemple FII. — Si'on remplace, pour abréger, F = G}, par g, et st
l'on-suppose go=1, on a la formule

GoGnt G@ign-1+ .- T ga1 @1+ gugoe= n2n,

Cette formule se démontre, comme i I'Exemple IV, en classant les
marches de la tour qui joignent I'origine a toutes les cases d'une paralléle

a la diagonale ascendante 7, d’aprés le nombre de celles qui vont de l'ori-
gine & @, et qui passent par ap, sans Passer Par @y, @, .. -, ap_y ( f1£. 37).
Ezxemple VIII. — Démontrer que la somme alternée

GoFn—G19n 1 GaFn—a— - +(—1)"gaqe

est nulle pour n impair, et égale & 27g, pour # pair égal & 2+,
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Exemple I¥Y, — On a l'identité

I 1 I 2.4.6...(2n)
909::."'“5 i Gn—1+ 3929n—2+ .o ot Py Gnigo= 23" m
55. Pentagone arithmétique. -— C’est une généralisation de la
loi de construction de I'échiquier triangulaire. Au lieu de super-
poser les paralléles voisines de la diagonale des deux carrés arith-
métiques, on peut superposer celles qui en sont distantes de &
intervalles. Supposons, par exemple, & = 4; on a le Tableau sui-

vant (fig. 38) :

Fig. 38.

P s
‘ 1 1 1 I ¢

S Y 4 4 0

‘ 1 3 6 10 14 14 0

I 4 10 20 34 48 48 U

| 1 5 15 3% 6g 117 165 105

| 1 6 21 56 125 242 4o7 572

r o7 28 84 209 451 858 1430

Pentagone arithmétique de Delannoy.

Si Pon désigne par P/, un terme quelconque, on a donc, en ob-
servant que le second échiquier a été remonté de b rangs, puis
avancé de b rangs vers la droite

Y v+
P} =F} — P,
ou encore
¥ +0
PL= CJafr+y_C£+y'

En particulier, si l'on fait y = « + &, on retrouve P2 = o; pour
les nombres situés immédiatement au-dessous des zéros, on a

b
y:m+b—l, et PD;:JT:{——_[ §+)-.
Les propriétés fondamentales du Tableau des sommes, adaptées
au carré arithmétique, subsistent dans le pentagone, puisque celui-

ci est la différence de deux carrés arithmétiques.

56. Hexagone arithmétique. — L’hexagonearithmétiquese forme
par le méme procédé que le carré, le triangle et le pentagone;
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mais on suppose a 'avance que les cases de deux transversales
paralléles a la diagonale.descendante  sont garnies de zéros.

Fig. 39.
- - e
I 1. 0
I 4 4 0

10 14 1] 0

19 33 47 47 0
28 6t 108 155 155
28 B9 197 352 507

[=]
S W oW W
== - - R

x
Hexagone arithmétique de Delannoy.

Ainsi la fig. 39 représente 'hexagone arithmétique poura = 3
et b = 4, en désignant par a I'abscisse du zéro de la premiére co-
lonne et par & 'ordonnée du zéro de la premiére ligne. Un terme
quelconque HY de 'hexagone est la somme de 'une ou "autre des
suites de différences

(1) (— 1 [Cagpart — Qryiaro=t],
ou
(2) (— 1[G — G ],

pour toutes les valeurs o, 1, 2, 3, ..., ki de & qui ne rendent pas
négatifs les indices supérieurs. En effet, on voit d’abord que ces
deux sommes sont les mémes; car chacun des premiers termes
d’une différence quelconque de la premiére suite est égal au der-
nier terme de la différence de rang précédent dans la seconde
suite. On voit ensuite que, pour 2 ==y — b, c’est-a-dire pour tous
les nombres situés sur la paralléle supérieure 4 la diagonale, au-
dessus, on a HY = o, car toutes les différences (1) s'annulent; de
méme, pour y =z — a, c’est-i-dire pour tous les nombres situés
sur la paralléle au-dessous de la diagonale, on a encore HY — o,
car toutes les différences (2) s’annulent. En outre, sur les axes Hz
etHy, pourz = o et y <C b ou pour y — o et 2 <C a, chaque terme
de T'une ou Pantre des expressions précédentes donne HZ 1.
D’ailleurs, toute différence donnée par I'une des expressions (1)
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ou (2) représente le terme d’un échiquier pentagonal, soumis a la
loi de formation du carré arithmétique. Et I'on sait qu'il en est de

8

méme dans la superposition d’échiquiers soumis a ceile méme
loi. ¢. Q. F. D.

La considération de I'échiquier hexagonal de M. DELANNOY permet de
résoudre immédiatement le probléme suivant surle jeu de dames. Une so-
lution beaucoup moins simple a été donnée dans un intéressant Mémoire,
par M. D. ANpRE ( Bulletin de la Soc. math., t. VII, p. 43).

Ezxemple I. — Sur un damier présentant une largeur donnée de cases
et une hauteur indéfinie, par combien de chemins un pion qui nerecule
jamais et qui part d’'une case donnée peut-il arriver & une autre case
donnée?

Le déplacement du pion, au jeu de dames, se fait par pas successifs, dans
les deux sens «-~s., sur des cases de méme couleur, tandis que les bords
du damier xz’ et yy' sont paralléles a la direction J. Soit M la position

Fig. fo.
x a M b ¥

! L

z Y

du pion sur le bord supérieur du damier, de telle sorte que zM et My con-
tiennent respectivement @ et & cases. Sil'on fait tourner le damier d’un
demi-quart de tour dans le sens opposé aux aiguilles d’une montre, les
déplacements du pion deviennent paralléles aux directions et —, c’est-
a-dire paralléles & ceux d’une tour, tandis que les bords verticaux zz’
et yy' deviennent paralléles a la diagonale ~i. On est ainsi ramené a la con-
sidération de I’hexagone arithmétique. ( Voir n® 6, Exemple I11.)

LES POLYGONES.

57. Décomposition des polygones convexes. — Il s’agit de trou-
ver toutes les maniéres de décomposer un polygone convexe en
triangles au moyen de diagonales qui ne se rencontrent pas dans
Pintérieur du polygone. On observera d’abord que le nombre des
diagonales d’un polygone convexe est égal & {n(n— 3}, puis-
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que I'on peut joindre chaque sommet 4 (r — 3) autres et que
chaque diagonale est comptée deux fois. Mais, dans la décomposi-
tion que nous avons en vue, on ne trace pas loules les diagonales;
il s’agit donc de déterminer d’abordle nombre des diagonales qu'il
faut tracer pour diviser le polygone en triangles conformément
aux conditions énoncées. Pour décomposer un polygone convexe
de n cétés en triangles, au moyen de diagonales qui ne se
rencontrent pas dans Uintérieur du polygone, il faut traces
(n—3) diagonales formant (n — 2) triangles ('). En effet, le
théoréme, vérifié pour les premicres valeurs de n, s'étend facile-
ment au cas de (n -+ 1) cOtés,

Nous donnerons d’abord une solution analytique du probléme,
distincte de toutes les méthodes connues jusqu’a présent et qui
fournit de nouveaux résultats. Elle consiste & compter les solutions
d’aprés le nombre des diagonales qui partent d’un sommet déter-
miné. Désignons par P27 le nombre des décompositions d'un poly-
gone de (z + 3) cbtés en (x + 1) triangles par z diagonales, el
telles qu'il aboutisse (z — y) diagonales & un sommet déterminé.
Sil'on construit un tableau a double entrée pour les valeurs suc-
cessives de = et de y =z, on forme précisément I'échiquier trian-
gulaire de Deranvoy (fig. 33, p. 84). On trouve done, par I'ob-

servation immédiate, la relation
=y -
Pm+% = TJ;; ’

par conséquent, la loi de formation de I'échiquier conduit & la
formule

-y _ pa-y+l 2—y-1
Pz =PZd™ + P2,

que nous allons démontrer directement. Soit ABC ... HKL un
polygone de (z + 3) c6tés et A un sommet déterminé. Considérons
Pune quelconque des décompositions telles que (z — y) diagonales
aboutissent au sommet A. Deux cas peuvent se présenter, suivant
qu'il ne partaucune diagonale du sommet L ou qu’une ou plusieurs
y aboutissent.

Dans le premier cas, la diagonale AK se trouve tracée et si I'on

(*) Ce théordme résulte immédiatement de ce que la somme des angles de tous
les triangles doit étre égale A celle des angles du polygone; mais la démonstration
du texte est indépendante du postulatum d’EUcLIDE.
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supprime le triangle AKL, il reste un polygone de (z + 2) cétés
divisé en z triangles; mais, du sommet A, il ne part plus que
(£ — y — 1) diagonales, puisque AK devient un cbté.

Dans le second cas, si une ou plusieurs diagonales aboutissent
en L, la diagonale AK n’est pas tracée, et si I'on considére le
faisceau des diagonales tracées du point L, on peut faire glisser
son sommet le long de LK jusqu'en K; mais 1'une des diagonales
du faisceau vient coincider, soit surle ¢oté KH, soit sur une autre
diagonale tirée de K; on remplace alors la diagonale supprimée
par AK, et I'on obtient ainsi une décomposition d’un polygone
de (& +3) ctiés, mais avec une diagonale en plus aboutissant au
sommet A, En faisant'opération inverse, on démontre I'exactitude
de la formule de récurrence et, par suile, celle de 1a formule précé-
dente.

Ainsi, le nombre des décompositions d’un polygone de (x + 3)
cdtés par x diagonales, et telles que (z — y) diagonales abou-
tissent & un sommet désigné, est égal &

(1) pry TV loy
T+3 T 1 T+y

Pour obtenir le rotal P, ., de toutes les décompositions d’un
polygone de (n+ 2) cités en triangles, il suffit de prendre la
somme de tous les termes de la ligne correspondante de I'échi-
quier triangulaire; mais cette somme est égale au nombre placé
immédiatement au-dessous du dernier terme considéré. On a donc

w —  (2n)t 1.3.5...(2an—1)

2 Al n+u0)! (n—+1)l

(2) Py s= P

Au lieu de tracer (n — 3) diagonales d’un polygone de n cétés,
pour le décomposer, on peut en tracer une de moins, et la dé-
composition contient un quadrilatére. En suivant notre méthode,
on peul construire le tableau des décompositions par la considé-
ration d’un sommet désigné. On peut aussi tracer deux diago-
nales de moins, et chaque décomposition contiendra deux quadri-
latéres ou un pentagone, et ainsi de suite. On arrive ainsi 4 de
nombreuses formules que novs laissons au lecteur le soin d’éta-
blir. En prenant, dans chaque cas, le total des solutions pour un
polygone de n cotés, on parvient 4 la démonstration de ce théo-
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réme, énoncé par Provaer sous une forme peu différente ( Nouy.
Ann. de Math., 2° série, t. V, p. 384).

Le nombre X% des maniéres de décomposer un polygone con-
vexe de n cétés, en (d 4 1) parties, au moyen de d diagonales
qui ne se coupent pas a Uintérieur du polygone, est

Xd = ?i_:ﬁ cd_. D,

Les lettres C et I désignent respectivement des combinaisons
simples et des combinaisons complétes. En remplacant n par
(n +2) et d par (n — 1), on retrouve la formule (2). D'ailleurs,
on peut encore étudier le cas ot I'on trace, dans un polygone de »
¢btés, plus de (n— 3) diagonales, avec certaines conditions d’in-

tersection.

Remargue. — En résumé, les probléemes suivants : Décompo-
sition d'un polygone en triangles. — Les deux files de soldats.
— Permutations figurées qui coincident avec elles-mémes en
Jaisant tourner Uéchiquier d’un quart de tour. — Permuta-
tions figurées symétrigues par rapport a une diagonale et
rn’ayant aucune tour sur cetie diagonale. — Maniéres d’effec-
tuer le produit de facteurs inégaux. — Déplacements de la
tour sur U’échiquier triangulaire. — Permutations avec répé-
tition de deux lettres. — Marches du pion au jeu de dames,
et d'aulres, que nous traiterons plus tard, tels que Les fractions
étagées. — Lescrutin de ballottage,reviennent'un al'autre, tant
il est vrai que les vérités mathématiques de 1'ordre arithmétique
sonl peu nombreuses; souvent des vérités qui paraissent distinctes
et éloignées 'une de 'autre ne diffiérent que par la forme exté-
rieure et, en quelque sorte, par le vétement qui les couvre.

Ezemple I. — Le nombre des points d'intersection des diagonales d’un
polygone de n cOtés, & Pintérieur de ce polygone, est égal a G}, si trois
diagonales ne concourent pas en un méme point. — En effet, le nombre de
ces points est égal au nombre C} des quadrilatéres intérieurs que I'on peut
former avec quatre des » sommets du polygone.

Ezxemple II., — Silon joint de toutes les maniéres possibles z points
d’un plan, les lignes de jonction se coupent en 3CE nouveaux points.

En effet, les cdtés opposés des quadrilatéres considérés dans I'exemple
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précédent se coupent en deux autres points, distincts des sommets et du
point d’intersection des diagonales.

Autrement. — Le nombre de toutes les lignes de jonction est C3; le
nombre de toutes les lignes de jonction qui ne passent pas par deux points
désignés est Ci_,; par suite, puisque chaque point d'intersection se trouve
sur deux droites, le nombre des points d’intersection de toutes les lignes,
autres que les n points donnés, est
aln-—1(n—a)(n—3)

C3 Chy = . =304

[

Ezemple I1I. — Dans un polygone convexe de n cbtés, le nombre des
points extérieurs d'intersection des diagonales est égal &

T’En(n——3)(n~ﬁ4)(n—5).

En effet, le nombre des diagonales qui ne passent pas par deux sommets
désignés est

bn(n—3)—2(n—3)+1=Hnrt7n+14);

par suite, le nombre de tous les points d'intersection des diagonales, tant
i Pintérieur qu'd Yextérieur du polygone, est

gn(n —3)(r*—7n+1if);

si 'on en retranche le nombre G} des points d'intersection a I'intérieur du
polygone, on trouve la formule demandée.

Exemple IV. — Ancienne méthode pour trouver le nombre des maniéres
de décomposer un polygone en triangles par des diagonales.

Soit ABC.,.HKL un polygone de (n -+1) cotés; désignons par Prg le
nombre des maniéres de le décomposer en triangles. Le nombre des dé-
compositions dont fait partie le triangle ABC est évidemment P, nombre
de décompositions du polygone AC...HKL; le nombre des décompositions
dont fait partie le triangle ABD est P3P,_,;, car le triangle BCD peut se
combiner avec chacun des Pn; modes de décomposition relatifs au poly-
gone ADE...KL; le nombre des décompositions dont fait partie le tri-
angle ABE est P,P,_;, car chaque mode relatif au quadrilatérs BCDE doit
se combiner avec chacune des décompositions du polygone AEF...KL;
et ainsi de suite, Puisque 'on obtient toutes les décompositions possibles
ct chacune une seule fois, on a donc

(1) Pui1=Pp+-P3Pps+P,Pra+...4+P P3Py,

Considérons maintenant le polygone ABC., HK de n cotés, et exami-
nons les modes de décomposition dans lesquels on emploie chacune des dia-
gonales issues du sommet A. Par un raisonnement analogue a celui qui
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précéde, on voit que pour AG le nombre des décompaositions est Py P,_y;
pour AD il est égal & P, P,_;, et ainsi de suite. En répétant la méme opé-
ration pour tous les sommets, le nombre total des modes considérés sera

done
n(P3 Pl’l—l_"' P,v, P,,,.g+. o pn—zPl.““ Pnfl Pg )4

On obtient de cette maniére toutes lés décompositions possibles; mais
on les trouve ainsi plusieurs fois. En effet, chaque décomposition se fait au
moyen de (n — 2) triangles ayant (3r — 6) cotés et dans lesquels les n
cotés du polygone entrent chacun une seule fois; donc (22 — 6) cotés sont
formés par les diagonales, et, comme chacune de celles-ci appartient a deux
triangles, on voit que chaque mode emploie (2 — 3) diagonales. Or toute
décomposition doit évidemment se reproduire autant de fois que les (n — 3)
diagonales qui y entrent ont d’extrémités, c’est-a-dire (22 — 6) fois; ona
donc
n(P3Ppy+P,Ppo+...+ P, P+ Ppy Pa).

Pn= on —6

La comparaison des deux égalités précédentes donne

fr--6
(2} Puvy= )ﬂn - Fnaj
par suite
_2.6.10...(4n—2) 1.3.5...(2n 1)
3 Vo= ——C o = G+l

Ce probléme célébre a été posé par ETLER & SkGNER, qui a donné la for-
mule (1) dans le tome VII des Novi Commentarit; la formule (2) parait
due 3 EuLer. Cette question a été développée par Lamg, GartavAN, Robrr-
GUES et Bingr dans les tomes I1I et IV du Journal de Liouville. On a
cncore la formule

Ppii— C4P,+C2_, Py —...=o.

Exemple V. — Connaissant le nombre ¢, des triangles ne contenant
qu’une seule diagonale, dans la décomposition d’un polygone de n cotés en
(n —2) triangles par (r — 3) diagonales, trouver les nombres £, et £; des
triangles contenant deux et trois diagonales.

On a immédiatement

H+la+t=n—2,
2+ ls=n;
d’ol I'on tire
{og=n—2l,

I3 = ti""'-ﬂ!.

Ainsi #; est au moins égal 2 2. On peut former un tableau & double
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entrée conlenant les nombres des décompositions de P, en prenant pour
coordonnées r et #; on obtiendra ainsi de nouvelles formules.

Exemple VI. — Le nombre des maniéres de décomposer un polygone de
{(p—12)q-+2colés, en ¢ polygones de p cotés, est

(pg —9)(pg—q—1)...(pg —2q +2)
1.2.3...g9

(H.-M. TavLor.)

LES RESEAUX.

38. Les réseaux. — Un réseau géométrique est le systéme formé
par des points A, B, C, ..., disposés d’une maniére quelconque
dans I'espace, et reliés enire eux par une ou plusieurs lignes,
droites ou courbes, que Von appelle chemins. Les points A, B,
C, . ... sont appelés carrefours. Un carrefour est dit pair ou im-
pair, suivant que le nombre des chemins qui y aboutissent est pair
ou impair. Un réseau est continu quand un mobile placé sur I'un
des chemins, ou sur I'un des carrefours, peut se rendre 4 un autre
point quelconque sans quitter les chemins. Dans son Mémoire sur
le Probléme des ponts de Kinigsberg (1), Evien a indiqué deux
théorémes qui se rapportent & ce sujet. Nous donnerons d’abord
I'énoncé et une démonstration trés simple du premier d’entre
eux.

Lorsqu’un réseau renferme des carrefours impairs, ceux-ci
sont en nombre pair. — En effet, sil'on fait le compte de tous
les chemins quiaboutissent i chacun des carrefours, la somme de
tous les nombres obtenus est un nombre pair, puisque chaque
chemin a é1é compté deux fois. Cette somme étant un nombre
pair, il faut nécessairement que, parmi les nombres entiers qui l'ont
fournie, ceux qui sont impairs soient en nombre pair.

Exemple I. — Calculer le nombre des sauts du cavalier des échecs
sur un échiquier rectangulaire formé de p lignes et de ¢ colonnes.
On peut passer de I'une des {g -~ 1) premiéres colonnes 4 Ia colonne sui-

(*) EvLEr, Solutio problematis ad Geometriarm situs pertinentis, dans les
Mémoires de I’Académie des Sciences de Berlin, pour r759. Pour plus de détails,
voir nos Recréations matheématigues, t. 1, au Chapitre intitulé : Le jeu des ponts
et des iles, et une Note de M. EM. LEMOINE sur Quelques questions de Géomé-
trie de position (Congrés d’Alger).
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vante par (p — 2) sauts descendants et par le méme nombre de sauts as-
cendants ; on a done

2p—2)(g—0)

sauts, et un nombre égal en chevauchant de la droite vers la gauche.
De méme, en passant a la ligne précédente ou i la suivante, il y a un
nombre de sauts égal au double de

2(p —1)(g -~ 2).

Donc le nombre des sauts du cavalier sur I’échiguier rectangulaire
de pq cases, en comptant ’aller et le retour, est égal au double de

(p—3) (29 —3) 1.

Plus géncéralement, si le saut du cavalier se compose de » pas dans un
sens et de s pas dans I'autre, en supposant 7 et s respectivement plus petits
que p ct g, le nombre des sauts du cavalier, en comptant aller ér le retoar,
est le double de 'expression

(2p—r—s)(2g—r—s) -—(r—sp;

cependant, on doit diviser ce nombre par 2, lorsque I'un des nombres r,s
ou {r — s) est nul.

On calcule le nombre des pas du rot ean considérant celui-ci comme
Pensemble de deux cavaliers dont 'un des pas est 1 et I'autre o ou 1. On
trouve ainsi le double de

hpg —3p —3g —no.

Sur I'échiquier de p? cases, la four peut étre considérée comme I'en-
semble de cavaliers dont I'un des pas est nul, et dont I'autre est Pun quel-
conque des entiers plus petits que p. On trouve ainsi que le nombre des
déplacements de la tour sur échiquier de p2 cases est le double de

PHp—n).

Sur I'échiquier de p? cases, le systéme des dewr fous peut étre consi-
déré comme l'ensemble de cavaliers dont les pas égaux sont tous les
nombres entiers plus petits que p. On trouve ainsi que le nombre des
déplacements des deux fous sur I'échiquier de p? cases est le double de

3p(p—1)(2p —1).

Enfin, la reine peut étre considérée, dans son mouvement, comme
Pensemble d’une tour et des deux fous; par suite, le nombre de ses
déplacements est le double de

iP(p—1)(5p—1).
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Exemple II. — Le nombre des maniéres de placer deux reines sur
Péchiquier de p? cases, de telle sorte qu'elles ne soient pas en prise, c’est-
a-dire qu’elles ne soient passituées surune méme ligne parailéle aux bords
ou aux diagonales de l'échiguier est

é.p(p—-l)(p——?,)(gp—l).

En effet, ce nombre est égal a 'excés du nombre des combinaisons des
pt cases, prises deux & deux, sur la moitié du nombre des déplacements
possibles de la reine, ou

prpr—n B P('P"’[)(5P_‘T).
—..L 5

Le méme calcul s'applique a d’autres piéces de I'échiquier, et l'on trouve
pour deux rois
(p—0)ip- 2)(p*+3p—2h

et pour deux cavaliers
Lip-—1)(ps2-p*—38 —+106)

Kaxemple [1I. - Le probléme des tours au Jeu des échees. — Soit un
échiquier rectangulaire de dimensions p et g le probléme des r tours
consiste & placer r tours sur les pg cases de I'échiquier, mais de telle sorte
que deux quelconques d'entre elles ne soient pas siluées sur unc méme
ligne ou sur une méme colonne. Désignons par E, et E.—, le nombre des
solutions du probléme des r tours et des (r — 1) tours sur cet échiquier; on
a d'abord E;= pg, et, en supposant g Zp, oD voit que E, est nul pour
r > g. Sil'on supprime l'une des r tours d’'une solution E,, on obtient une
solution E,_;; mais, inversement, si I'on part d’une solution E,_;, on peut
placer la #**™® tour sur I'une des

(p—r+1)(g—r-1)
cases libres; on a donc la formule
(1) rE,=(p—r+1){g—r+1)E_y

par suite, le nombre E, est égal & l'une des quatre expressions equiva-
lentes

1 . . - r - a1 rr
(2) i ARAD ApCh, AgGh, riCpGo,

dans lesquelles les lettres A et-C désignent respec_tivement des arrange-
ments et des combinaisons simples.

Supposons qu’on ait groupé les cases de Uéchiquier en deux p.orti.ons
absolument quelconques, continues ou discontinues, ei que I'on connaisse
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les solutions du probléme des rtours sur I'un des échiquiers partiels, pour
toutes les valeurs de r = 0 4 » = ¢; nous allons montrer comment on peut
obtenir les solutions des r tours sur 'autre échiquier partiel. Les solutions
du probléme des 7 tours sur I'échiquier de pg cases peuvent étre distri-
buées en (r —+ 1) classes, de telle sorte que la classe de rang (s +1) ren-
ferme les solutions contenant (r— ) tours sur le premier échiquier par-
tiel et s tours sur le second. Nous désignerons par T} le nombre des
solutions de cette classe; on a donc

(3) E. =T+ T} +TE+.. .+ T

Partons d’unc solution de la classe s; il y aura (p —r) colonnes et
(g — r) lignes formant (p — r){g -- r) cases libres sur l'une desquelles on
pourra poser une nouvelle tour; on obtiendra ainsi

(p—r)(g—r)Tit

positions qui appartiendront aux solutions du probléme des (» 4- 1) tours sur
Iéchiguier de pg cases, et respectivement a la classe de rang s ou de rang
(s 41), selon que la tour aura été ajoutée sur le premier échiquier partiel
ou sur le second. Mais, inversement, en partant d'une solution du pro-
bléme des (7 -+ 1) tours sur I'échiquier complet, on voit, par la suppression
de 1'une quelconque d’entre elles, que les solutions de la classe s ont été
comptées (r — s + 2) fols chacune, et que celles de la classe (s +1) ont é1é
comptées s fois; on a done

(1) (p—ri(qg—r)Tit=(r—s+2)Ti] +sTh .

Les formules (3) et (4) permettent de résoudre le probléme des (r—+1)
tours sur le second échiquier partiel, lorsque le probléme des r tours est
connu sur chacun d’eux, c’est-a-dire lorsque I'on connait les nombres

TO, T9, ..., To, et T, T& ..., T..

Soit, par excmple, I'échiquier carré de seize cases divisé en deux frag-
ments; le premier échiquier partiel est formé des cases du coin, repré-

Fig. 41.

. > .
> X X X
o X X

. > X .

Echiquier de 16 cases.

sentées par des points ( fig. 41); le second est représenté par des croix.
On a, pour le premier échiquier partiel,

Ty =4, Tg =2, T¢=o, T} =o;
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la formule (4) devient
(4—rPTi V'V =(r—s—+2)Ti 1 +sTi;

si’on fait suceessivement

r=a, ! = a, r=3,
5 =1, 2, s=1, 2,3, s§=1, 12,3, 4,
on trouve
T%:[‘l7 Té: 32, Té:g, T%:-O,
T2 =38, T2 =156, T =14,
Ty=32, T}=16,

Considérons maintenant I'échiquier carré de 36 cases : le premier échi-

Fig. 42.

. > X
=X X X
>xoox X X
. = X

Echiqnier de 36 cases.
quier partiel représenté par des croix est le second échiquier de la figure
précédente; on a donc
T0== 13, TY — 3§, T§ = 32, T?=4.
La furmule de récurrence devient
(6 —rPTi-t=(r—s+2)Ti -+ 5T,

et, st 'on fait successivement

r=i, re== 9, r=23, r=4, r =235,
s=1,2,1s=1,2,3,1s=1,2,3,4,| §=1,2,3,4,5,| s=1,2,3,4,3,6,
on trouve
Ti=124, Ti=1224, T}=>519, T! = a7a, T! = 186, Ti=o,
T2-=188, T2= 1280, 7=1896, Ti=512, T?=28,
T§ =576, Ti=2576, Ti=a2018, T}= 160,
Tt = 652, T = 1568, Ti=384,
TE = 208, T} = 160,
Ti = 8.
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Considérons encore I'échiquier rectangulaire de 56 cases; le premier
échiquier partiel contenant les points est équivalent au second échiquier
partiel de la figure précédente; on a donc

T¢=124, Ti=188, Tl=1576, Ti{=052, T2=208 Ti=8, Ti¢=o.

Fig. 43.
.. %X
LoxXox X %
Lo XX o® X %
B GRS S S G
O
XX X < |
. > :

Echiquier de 56 cases.
On formera le Tableau ( fig. 43)

32 632 3912 8912 (78} 1200 16
356 5568 23752 39904 17352 11h2
1704 19952 G31of 56672 9648

3332 28304 H2152 18688

2816 13104 9648

632 11d2

16

Exemple 1V, — Le probléme des fous au jeu des échecs. — Il s'agit de
placer des fous sur les 64 cases de 'échiquier, de telle sorte que deux quel-
conques d’entre eux ne soient pas en prise, c’est-a-dire ne soient pas situés
sur l'une ou l'autre des diagonales ou sur leurs paralléles. 1 est évident
que les centres des cases blanches de I'échiquier peuvent étre considérés
comme placés sur les croix de la figure précédente, et la marche du fou
devient celle de la tour. Donc, d’aprés le dernier caleul, on peut placer
sur les cases blanches de I'échiquier

o2, 3 4 5 6
fous et les nombres des solutions correspondantes sont

32, 356, 1704, 3532, 2816, 632, 16.

Nous désignerons respectivement ces nombres par /., en prenant pour r
I'une des valeurs de 1 a 7; d’ailleurs £, est nul pour r > 7.
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Sur les cases blanches et noires de I'échiquier,’on pourra placer jusqu a
14 fous, et si n désigne Pun des nombres entiers de 1 a 14, le nombre F,
de mani¢res de placer n fous sur les 65 cases de 'échiquier est donné par

Fo=fot-SrSus=SoSor+ oo Sur s Su

Pour n = 8, on trouve 42522 6o solutions. (PEROTT, Bulletin de la Soc.
math., t. X1.)

Exemple V. — Le probléeme des reines. — Ce probléme est traité
complétement jusqu'aux échiquiers de 11 cases de coté, dans nos Récréa-
tions mathématiques (t. I, 2° édition ).

59. Le tracé des réseaux. —— Dans le Mémoire que nous avons
cité plus haut, Evrer a encore démontré la proposition suivante:
Tout réseau continu qui ne contient que des carrefours pairs
peut étre décrit d’un seul trait formant wun circuit fermé, sans
omission ni répétition, quel que soit le point de départ qui
coincide avec le point d’arrivée.

Nous démontrerons ce théoréme en méme temps que le suivant,
énoncé par Cravsex dans le n° 494 des Astronomische Naclrich-
ten : Tout réseau continu ayant o n poinls impairs peut étre
décrit en n traits continus, sans omission nt répétition, et non
en un moindre nombre.

En effet, si Pon part d'un point impair A et si 'on chemine
au hasard, sans repasser sur la méme voie, on sera foreé de s’ar-
réter 4 un certain endroit. En observant que, dans cette marche,
on ne change point la parité des carrefours que P'on Lraverse, on
en conclut que le point d’arrélL est un point impair B. En suppri-
mant le parcours AB, on obtient un réseau qui ne contient plus
que (2 — 2) carrefours impairs. Aprés n parcours analogues, il
ne peut donc rester qu'un ou plusieurs réseaux restreints dont les
carrefours sont tous pairs.

Maintenant, si Pon part d’un point quelconque M d’un réseau
restreint et si 'on chemine au hasard, sur de nouveaux chemins,
on ne se trouvera arrété gqu’en revenant au point de départ aprés
avoir décrit un circuit fermé. Lorsque I'on aura tracé un certain
nombre de ces boucles, on aura parcouru tout le réseau; mais,
puisque celui-ci est continu, ces boucles peuvent se souder les
unes sur les autres et sur les » chemins qui ont été déerils primi-
tivement. Par suite, le réseau peut étre décrit en n traits continus,
et ne peut I'étre en un moindre nombre. €. Q. F. D,
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On a encore le curieux théoréme suivant di 4 Trémavx, ancien
éleve de I'Fcole Polytechnique : Zout réseau continu peut étre
décrit d'un seul trait, en passant deux fors sur tous les che-
mins, sans qu'il soit nécessaire de connalitre le plan du réseau.

Pour obtenir la solution de cette question qui démontre qu’un
labyrinthe n’est jamais inextricable, on applique les trois régles
sutvanles, en ayant le soin de tracer sur chaque chemin parcouru
un petit trait transversal & l'entrée et 4 la sortie des carrefours.

1° En partant d’un carrefour initial quelconque, on suit une
voie quelconque jusqu’a ce que Pon arrive a un chemin fermé ou
a un nouveaun carrefour. Si le chemin qu’on a suivi se trouve fermé,
on revient sur ses pas et I'on peut alors considérer ce chemin
comme supprimé, puisqu’il a été parcouru deux fois. Si le chemin
aboutit & un carrefour, on prend une voie quelconque, au hasard,
en ayant soin de marquer d'un trait transversal la voie d’arrivée et
la voie de départ. On continue Vapplication de cette premiére
régle, chaque fois que Yon arrive a un carrefour inexploré. Au
bout d’un certain temps, on arrivera nécessairement & un carrefour
déja visité; mais cette situation peut se présenter de deux manieres
différentes, selon que le chemin d’arrivée a déja été suivi une pre-
miére fois, ou ne contient encore aucune trace de passage.

2° En arrivant a un carrefour déja visité, par une voie nouvelle,
on doit rétrograder en marquant par deux traits, sur cette voie,
l'arrivée au carrefour et le départ.

3° Lorsque 'on arrive 4 un carrefour déja exploré par une voie
déja parcourue, on prend, avant tout, une voie nouvelle §'il en
existe ou, & son défaut, une voie qui n'aura été parcouruc qu'une
seule fois.

Nous laisserons de coté la démonstration de ce théoréme, que
I'on trouve dans nos Récréations mathématiques, au Chapitre
sur le Jeu des labyrinthes.

60. Nombre des tracés des réseaux. — 51 I'on prend pour point
de départ un point quelconque d'un résean a carrefours pairs, on
peut partir de ce point, dans deux sens différents, pour revenir au
point initial. Par conséquent, le nombre des circuils complets est
toujours un nombre pair, et le nombre des circuits est le méme
quel que soit le point de départ.
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Considérons, par exemple, deux carrefours A et B réunis par
25 chemins qui ne s’entrecroisent pas; le nombre des circuits dis-
tincts est égal 4

2.1.2.3...{2n—1), ou =2(2r-—1)!

En eflet, si 'on part d’'un point quelconque, autre que A ou B,
on a deux sens. En arrivant & I'un des carrefours, on a le choix
entre (27 — 1) chemins; puis, en arrivant 3 'autre carrefour, entre
(27— 2) chemins, et ainsi de suite. On doit observer que, si
Yon part d’un carrefour, le nombre des circuits semble éire (2n)!
¢’est-a-dire n fois le résultat précédent; mais ces parcours ne sont

Fig. 4.

Réseau 4 deux carrefours.

pas distincts comme circuits. Il y a une différence de méme
nature dans les nombres de permutations d’objets disposés en
ligne droite ou sur un circuit fermé (n* 34). Afin d’éviter toute
confusion, on évalue le nombre des circuits d’un réseau en par-
tant d’un point et non d’'urn carrefour.

On raméne la recherche du nombre des tracés complets des
réseaux a points impairs & la détermination du nombre des cir-
cuits des réseaux a carrefours pairs, par le théoréme suivant :
Pour décrire, sans omission, ni répétition, un réseau ayant an
carrefours impairs, en n fraits et n sauts, pour revenir au point
de départ, on joint ces points par n chemins de toutes les ma-
niéres possibles, en nombre égal &

{an)!

N=1.3.5. (2n—3)(2n—1) = =—0

et le nombre cherché est la somme des nombres des circuits
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des N réseaux a carrefours pairs que ’on a obtenus. On obser-
vera, d'ailleurs, que I'on ne doit sauter que d'un carrefour impair
A un autre impair, et que le nombre des tracés est indépendant de
la position du point de départ.

61. Théorémes des impasses. — On appelle impasse tout frag-
ment d'un réseau qui n’a d’aulres points communs avec le reste du
réseau que les extrémités de deux chemins, de telle sorte que la
suppression d’une partie de chaque chemin détermine la sépara-
tion du réseau en deux autres; le réseau total se compose d’une
impasse et d’'un réseau partiel. Deux cas peuvent se présenter,
suivant que les deux chemins de 'impasse aboutissent 3 un méme
point du réseau partiel ou & deux points différents.

Premier cas. — Supposons que les deux chemins a et b de Pim-
passe aboutissent a un carrefour A du réseau partiel; désignons
par I el par R les nombres des circuits de I'impasse et du résean
partiel, et par 2p le nombre des chemins du réseau partiel qui

Fig. 45.

L'impasse a un seul carrefour.

aboutissent au carrefour A. Dans un circuil quelconque du réseau
partiel, on passe p fois au carrefour A et, & I'un quelconque des
passages, 1l faut décrire complétement un des circuits de I'impasse;;
par suite, le nombre des circuits du réseau total est

rIR.

Si le point A était un point simple du réseau partiel, on ferait
£ =12. 8i I'impasse était formée d'un seul chemin dont les extré-
mités viendraient aboutir au carrefour A, on ferait I = 2. Enfin,
si g impasses indépendantes les unes des autres aboutissent au
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carrefour A et si on désigne par 1y, Iy, ..., I; les nombres de
leurs circuits, on trouve, par la suppression successive des impasses,
que le nombre des circuits du réseau total est

Pp+0)..(p+qg-—-0)L LI [ R

KEzremple I, — Le nombre des circuits formés par n circonférences
égales, tangentes deux & deux, dont les centres sont en ligne droite, est 22.

Exemple II. — Le nombre des circuits d’une rosace & n feuilles est égal
a 27{n —1)!

DeuxikmE cis.. — Supposons que les deox chemins @ et & de
I'impasse | aboutissent & deux carrefours A et B du réseau par-
tiel R; alors ces carrefours sont impairs, ainsi que les premiers
carrefours A’ et B’ de I'impasse, qui se trouvent sur les deux che-

L’impasse a deux carrefours.

mins. Pour évaluer le nombre des circuils du réseaun total, partons
du point @ de AA/, dans un sens ou dans l'autre; il faut décrire
I'impasse et le réseau partiel d’un seul trait, et dans un sens déter-
miné; par conséquent, le nombre total des circuits est
JR o IR ;
2 2 2

en d’'autres termes, le nombre des circuits du réseau total est la
moitié du produit des nombres de circuits de impasse et du réseau
partiel. D’ailleurs, on observera que I'application de ce théoréme
est illusoire, si 'impasse I se réduit a une impasse simple.
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Exemple III. — Les sommets A et B d’un rectangle ABCD sont réunis
par (2p —1) chemins; les sommets G ct D par (2 —1) chemins, les som-
mets A, D ot les sommets B, C sont réunis par un scul chemin; calculer
le nombre des circuits du réseau. — On trouve

202p—1}l(ag —1)!

62. Théordme des carrefours. — Pour évaluer le nombre des
cirenits d'un réseau a carrefours tous pairs, on commence par sup-
primer toutes les impasses qui peuvent exister. On raméne ensuite
le réseau & un ou plusieurs autres contenant un carrefour en moins,
et ainsi de suile, jusqu'd ce que les réseaux oblenus ne conticnnent
plus que deux carrefours. La suppression d'un carrefour se fait par
Pemploi du thédréme de M. G. Tarry (') : Lorsque 2n chemins
a,b,e.d. ..., aboutissent a un carrefour, le nombre des circuits
du réseau est égal a la somme des nombres des circuits des N
réseaux obtenus en soudant deux par deuz, de toules les ma-
ricres possibles, les n chemins a, b, ¢, d, ... ; et d’atlleurs,

{on)!

J a . -_ = "
N=r1.3.5...(2n —1) = ol gt |

Dans lapplication de ce théoréme on doit fare les deux re-
marques suivantes : 1* Si la suppression d'un carrefour améne la
désagrégation du réseau, on recommence l'opération aprés avoir
appliqué les théorémes des impasses. 2° Les N réseaux partiels
obtenus par la suppression d’un carrefour ne sont pas toujours dis-
tincts, car deux réseaux sont équivalents lorsqu'ils possédent le
méme nombre de carrefours et que deux carrefours quelconques
sont réunis par le méme nombre de chemins.

Exzemple I. — Le nombre des circuits de la figure formée par les coteés
et les diagonales d’un pentagone régulier, sans fragmenter les diagonales,
est 264. .

Exemple IT. — Le nombre des circuits formés par les arétes d'un oc-
taédre régulier est 744.

Ezemple IIl. — Le nombre des circuits de la figure formée par les
colés et les diagonales d'un heptagone régulier est 129976 320, si I'on ne
fragmente pas les diagonales. C'est, conformément a la régle, le nombre

(*) Bulletin de UAssociation francaise pour Uavancement des Sciences. Con-
grés de Nancy (:883).
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des dispositions circulaires des dés d’un jeu de dominos, jusqu'au double-
six, sans les doubles. En intecrcalant les doubles, il faut multiplier le
nombre précédent par 37, et, pour obtenir le nombre des dispositions rec-
tilignes, il faut encore multiplier par Ie nombre 28 des dominos. (REiss,
Annali di Matematica, 1876, — Tarny, loc. cit.)

Ezemple IV. — Le nombre des circuits formés par les cotés et les dia-
gonales de 'ennéagone régulier, sans fragmenter les diagonales, est

g11 520 057 021 235 200,

C'est Ie nombre des dispositions circulaives des dés d’un jeu de dominos,
jusqu’au double-huit, sans les doubles. En interealant les doubles, il faut
maultiplier Ie résultat précédent par 49, et, ponr obtenir le nombre des
dispositions rectilignes, il faul encore muitiplier par le nombre 45 des
dominos,

Le nombre préeédent a été calculé en moins de trente heures par
M. G. Tarry et aussi par M. Pabhé JorrvaLp. La méthode de Tarny est
d’autant plus remarquable que la solution du probléme de Theptagone,
donnée par Rriss, et qui était alors la seule connue, comporte i elle seale
50 pages in-4° de développements. Cependant, si I'on observe que les
nombres de solutions sont, pour

le pentagone..... 43, 3,11,
Pheptagone...... 211305, 42371,

? 5 « 14 .
I'ennéagone...... 216, 36, 52 7. 1. 9 Q11 241,

il nous semble que, malgré son exteéme élégance, la méthode de Tanmy -

n'est pas le dernier mot de la simplicité.

Ezxemple V.— Le nombre des circuits du réscau des 7z carrefours formés
par les cotés et les diagonales d'un polygone végulier de (2n =+ 1) cotés
est égal au nombre des tracés en n traits et en n sauts de la figure formée
par les cotés et les diagonales d’un polygone régulier de on cotés.

FEzemple VI. — Le nombre des circuits d'un systéme de n circonfé-
rences égales, tangentes entre elles, et dont les centres sont les sommets
d'un polygone réguliecr de n cotés. est égal au nombre des maniéres de
tracer deux fois, sans omission, les cotés d’un polygone de n cotés.

lin désignant ce nombre par R,, la suppression d'un carrefour donne
la formule

Ru _ RI -1 o ]‘{2 .
ot gu—1 L) avee _')__2 = 3,
par suite
R, =(il—§-])2"l_
Autrement (1). — Silon observe qu'un cercle étant décrit dans son

(') Voir notre article de la Nature, 1383.
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entier on ne peut en décrire en entier qu’un autre voisin dans un circuit
complet, on raméne le tracé a celui des cercles ayant leurs cenlres en
ligne droite (n° 61, Ezemple I). Donc, puisqu’il y a r cercles, il y a
n.2%tracés. En outre, si aucun cercle n’est décrit dans son entier, on doit
ajouter 27,

Exemple VII. — Si l'on désigne par 27U,, le nombre des circuits
formés par 2n circonférences tangentes ( fig. 47) et par a22+1U,, .,

hit him
Fig, 47.

le nombre des circuits formés par (an + 1) circonférences ( ffg. 48), on
ales deux formules

Lo, = UZH—-; - Ugnﬁg,

Uzn—x = 353U 0 — Uspoye
Si Pon pose
Uan = u, s Uspor = @t — Up—y,

il en résulte

Up = Dlyg — Upy—3}

cette formule de récurrence permet de calculer Uy, et Ui,y

Fig. 48.

LES REGIONS.

63. Les régions. — Un point placé sur une droite indéfinie
dans les deux sens la divise en deux fragments ou semi-droites;
deux points d’une droite la divisent en deux fragments indéfinis et
un segment fini; en général, n points d'une droite la divisent en
(n +- 1) fragments, dont deux sont indéfims. Donc, si I'on désigne
par S le nombre des points, par A le nombre des segments finis
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et indéfinis, par @ le nombre des segments finis et par « le nombre
des segments indéfinis, on a

A=a+a, S=A—1,
% = 2, S=a-+1.

Une droite illimitée, tracée dans un plan, le divise en deux ré-
gions indéfinies, c’est-a-dire en deux parties telles qu'on ne peut
aller d’un point de 'une 4 un point de l'autlre sans rencontrer la
droite, a la condition de ne pas sortir du plan. Des droites paral-
léles, en nombre p, divisent le plan en {p -+ 1) régions indéfinies.
Ces régions peuvent étre garnies de deux couleurs, de telle sorte
que deux régions voisines soient de couleurs différentes.

Un systéme de droites concourantes et indéfintes divise le plan
en un nombre de régions indéfinies égal au double du nombre des
droites concourantes. Ces I‘égions peuvent étre recouvertes de
deux couleurs, de telle sorte que, de part et d’autre de chaque ligne
de séparation, les couleurs soient différentes. Mais ceci n’aurait pas
lieu pour un nombre impair de semi-droites issues d'un point.

L’ensemble de p droites paralléles et d'une transversale divise
le plan en 2 (p + 1) régions illimitées. Deux systémes formés de
p droites paralléles, et de ¢ droites paralléles, divisent le plan en
(p+1) (g -1) régions, parmi lesquelles 2 (p+¢) sont illimi-
tées. Comme 1'échiquier, on peut encore les garnir de couleurs,
de telle sorte que, de part et d'autre de chaque ligne de sépara-
tion, les couleurs soitent différentes.

Si I'on prolonge les c6tés d’un triangle, le plan est divisé par
les trois droites en sept régions, dont six sont illimitées et une
seule finie, qui est 'intérieur du triangle.

Sil'on prolonge les cotés d’'un quadrilatére quelconque, concave
ou convexe, on forme onze régions, dont huit sont illimitées.

Lorsque l'on considére un plus grand nombre de droites, il
faut tenir compte en méme temps des points de concours et des
segments; nous prendrons les nolations suivantes :

finis.......... Ve eoa

Nombre des segments ! indéfinis.......... ee. @
finis et indéfinis....... A

(finles.. .. ... R

Nombre des régions { indéfinies............ .
finies et indéfinies. . . .. F
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On a d’abord, par définition
A=a-+a, F=f+a

Cela posé, sil'on considére n droites d'un plan, non paralleles
deux a deux, et telles que trois quelconques d'entre elles ne
solent pas concourantes, on a, en désignant par S le nombre des
points d’intersection,

S=0GCL, A — nY F=1-+n-+ G},
A == 2n, 9:2.’2.

En effet, supposons ces formules démontrées pour un systéme
de n droites, et calculons les accroissements des cing quantités
S, A, 2, F, ¢, lorsque 'on trace une nouvelle droite non paralléle
a 'une quelconque des précédentes, et ne passant par aucun point

Fig. 4g.

] é Y

de concours. Nous supposerons d’abord que la droite XY a été
tracée, de telle sorte que tous les points d’intersection des pre-
miéres droites sont d’'un méme coté de XY. On observe : 1° que
S augmente du nombre n des points situés sur XY; 2° que «
augmente des deux segments indéfinis de cette droite; 3° que A
augmente de (2n + 1), c’est-a-dire des (n -+ 1) segments finis et
indéfinis de XY, et des n segments finis des droites qui aboutissent
aXY; 4° que  augmente des deux régions o, et v,; 5" que F
augmente de ces deux régions ct en outre des (n -—1) régions
finies situées au-dessous de XY. Ainsi les formules précédentes
sont générales.
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On voit encore que I'adjonction de XY permet de recouvrir les
régions situées au-dessus de XY de deux couleurs seulement, et
toujours de telle sorte que deux régions adjacentes & un méme
segment solent garnies de couleurs différentes ; il suffit, en effet,
d’ajouter au-dessus de XY la couleur, qui est contraire a celle
de la région du dessous. En outre, il est facile de voir que les
résullats précédents subsistent lorsque la droite XY se déplace et
traverse le point dc concours de deux droites. Nous ferons d’ail-
leurs observer que ces résultats s’étendent a des figures tracées
sur le plan, ou sur une surface simple indéfinie dans tous les
sens (comme le paraboloide hyperbolique), pour lesquelles les
droites sont remplacées par des traits indéfinis dans les deux sens,
tels que chaque trait ne se recourbe pas sur lui-méme. Deux
traits indéfinis, qui ne se rencontrent pas, scront considérés
comme des droites paralleles; de plus, on suppose que deux traits
indéfinis ne peuvent se rencontrer qu'en un seul point de con-
cours, en se traversant mutuellement.

Nous allons étudier les modifications a apporter aux formules
précédentes lorsque p droites viennent concourir en un méme
point, ou lorsque ¢ droites deviennent paralléles.

1? Lorsque p droiles viennent concourir en un méme point, le
nombre des points de concours diminue évidemment de (G5 — 1),
puisque le nombre des points d’intersection de ces droites ne
compte plus que pour 1. Les nombres o et o des régions et des
segments indéfinis ne changent pas; le nombre A des segments finis
etindéfinis diminue de (p?— 2 ), et le nombre F des régions finies
et indéfinies diminue de (1—p+C).

2° Lorsque ¢ droites deviennent paralléles, le nombre des points
de concours diminue de (75 le nombre total ¥ des régions diminue
aussi de G5, et le nombre A des segments finis et indéfinis diminue
de (¢*—q)-

Par conséquent, si 'on désigne par o, le nombre des droites de
direction unique, par o, le nombre des groupes de ¢ droites paral-
léles, par S, le nombre des groupes de p droites concourantes, on a

(1) =191 +20+30 4+ ...+ g, ...
et

(2) S=5+8 +8 +...+8, + ...
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Lorsque toutes les droites ont des directions différentes, on a
S = (}; donc, en Lenant compte des diminutions,

(3) C;‘i: 32#'353‘—‘...'1 C?,S'u-%—...
) T 3ag o+~ Gl L
ef

(0 A =28 +38;+ ... +pS, ...
t { ‘1—'0'14”20'2-——...*6/)511-5—....

On peut démontrer directement cette dernicre formule en ol-
servant que, de chaque point de concours de p droiles, partent
2p segments el que, pour toute divection de 4 droites paral-
léles, 1l y a 2.¢ segments infinis, comptés deux fois.

S1il'on calcule’F, on trouve la relation

(1) S-F— A1,

que Pon peut vérilier ¢ posteriori. Enlin, si F, est le nombre des
régions & p frontiéres (ou arvétes), on a les deux formules

I()\) F:F]—%—lﬂg—i—[“;}*; ’f—l‘wp>;~”..
(7) 2 =F—alFy+ ... - pF,— ..
Hxemple 1. — Soient p points tels que trois d'entre cux ne soient pas

en ligne droite, et quatre d'entre eux sur dcux droites paralléles s les
Iroites qui les joignent se rencontrent en 3C} nouveaux peints (n® 37,
Eremple I.

Lenombre des segments finis sur chaque droite est (G2, — 3); le nombre
total des segments est

— (2 302
A=ClC2_, +3C2.
On en tire, par la formule (5), Ie nombre total des régions

F=CChy +3C+1—p-—3Cj.
c'est-a-dire
F=3(p—1)ipt—5p*—i8p — 8.

Autrement. — Le nombre des lignes de jonetion est n=1{C}2; e nombre
des régions est

F=t+n+Cl—pli—(p—1)+ Cr_,1,

parce que les droites se coupent an nombre de (p — 1) cn p points. Apros
simplification, on retrouve le résultat précédent.



114 LIVRE I. — LES NOMBRES ENTIERS.

Ezemple II. — Un systéme de n circonférences partage le plan en
n(n 4 1) + 2 régions, au plus, dont une seule est illimitée.

Ezemple III. — Si l'on trace dans le plan » systémes de circonférences
concentriques contenant respectivement ¢y, €3, ..., ¢, circonférences, et
si I'on pose

B=2Xe¢0e,,

le plan est partagé en (2B + t)régions, au plus, dont une seule est illimitéc.

Ezemple IV. - Sil'on trace, dans un plan, nsystémes de circonférences
concentriques, et & circonférences non concentriques deux a deux, le plan
sera partagé en régions dont le nombre est au plus

2%¢ +(b—1)+ 2,

Les trois théorémes précédents s’appliquent aux sphéres de lespace.

Exzemple V. — 5i I'on trace, dans un plan, n systémes de paralléles
contenant respectivement a;, ay, ..., @, droites, et m systémes de cir-
conférences concentriques contenant respeclivement ¢y, €3, ..., Cp Cir=

conférences, et si 'on pose

A:Ed“ A':.‘.‘Cl,

B:"alai, B'Z}.:Clc_l,
le plan est partagé en

1+A+B+2AA+ 2B

régions au plus, et le nombre des régions illimitées ne pent sur-
passer 2B.

Exemple VI. — Silonajoute & droites et « circonférences quelconques,
le nombre précédent augmente de

Cj + 2GZ.

Les cing théorémes précédents sont dus & STEINER.

64. Le probléme des quatre couleurs. — Les formules que nous
venons d'établir dans le numéro précédent supposent que toutes
les lignes tracées dans un plan sont illimitées dans les deux sens;
alors deux couleurs suffisent pour garnir la carte, de telle sorte
que deux régions séparées par une ligne soient recouvertes de
couleurs différentes. Iy a lieu de reprendre ces formules, lorsque
le plan est divisé d’une maniére quelconque par des droites et
des courbes. On parvient ensuite & la démonstration de ce théo-
réme, proposé pour la premiére fois par Gurarig, puis par o Mor-
cAr : Quel que soit le mode de division d’une carte o d’un
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globe, représentant la Terre ou un continent, en élals, terri-
toires, districts, départements, [l suffit de quatre couleurs
pour colorier cette carte, avec cette seule condition que deux
districts ayant une limite commune soient recouverts de deux
couleurs différentes. La premiére démonstration de cette propo-
sition a été donnée par M. Kemee, en 1880, dans I'American
Journal de Syrvesten. Pour plus de détails, voir notre article de
la Revue scientifique du 7 juillet 1883, intitulé : Le probléme
géographique des quatre couleurs.

M. Tarr, professeur & 1'Université d’Edimbourg, a publié la-
dessus plusieurs considérations fortingénieuses. Si 'on considére
un réseau dont les carrefours ne contiennent que des points
triples, ces points tous impairs sont en nombre pair, et l'on dit que
le résean posséde un isthme, lorsque la suppression du chemin
correspondant désagrége le réseau. Cela posé, on a le théoréme
suivant : Dans tout réseaw a n points triples, sans isthmes, on
peut partager les 3n chemins en trois groupes de n chemins, de
telle sorte que les trois chemins qui aboutissent a un méme
carrefour appartiennent & trois groupes différents.

La démonstration de ce théoréme se déduit immédiatement de
la proposition de Gurunie ; cependant, il y aurait un grand inté-
rét 4 trouver une démonstration directe et rigoureuse du théoréme
de Tair. Mais, dit Pauteur, « d'aprés I'expression de I'éminent
mathémalicien Kirxmany, que j'al consulté sur ce sujet, le théo-
réme présente cet irritant intérét qu'il se joue aussi bien du
doute que de la preuve » ('),

LES POLYEDRES.

63. Les polysdres convexes. — On a le théoréme suivant (2):
Dans tout polyédre convexe, le nombre des arétes augmenté

(1) Tair, Note on a theorem in Geometry of position, dans les Transactions of
the Royal Society (1880). LisTiNg's Topologie, Introductory address in the
Edinburgh math. Society, nov. 1883, et Philos. Magaz., 1884, — Reprint of
math. papers from the Educational Times; 1881, p. 113.

{(?) Ce théoréme remarquable est habituellement attribué & EULER (Novi Com-
mentarii Petrop., 1752); mais on le trouve dans les (¥ uvres inédites de DEs-
CARTES, publiées par FoucHER BE CaREIL (t.II, p. 214; Paris, 1860). La démon-
stration du texte est due & CaucHy.
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de 2 est égal au nombre des faces augmenté du nombre des
sommets.

En d’autres termes, si 'on désigne par A, F, S les nombres des
arétes, des faces et des sommets du polyédre, on a I'égalité

{1) F+8=A-o.

Considérons d’abord une surface polyédrale, convexe et ouverte,
terminée a une ligne brisée plane ou gauche. Si 'on conserve les
notations précédentes, les éléments analogues de cette surlace
vérifient 1'égalité

F+8=A+r1.

En effet, ccite formule a lien pour une seule face; car, pour
un polygone, F=1 et S = A. Il suffit donc de¢ montrer que la
farmule, étant vérifi¢e dans le cas de F faces, Pest encore dans le
cas de (F + 1) faces. Pour cela, modifions la ligne brisée qui ter-
mine la surface polyédrale, en adaptant un polygone de n cdtés.
St cette face laisse toujours la surface ouverte, son périméire
ne pourra coincider enti¢rement avec celui de la ligne terminale
primitive, S1 elle posséde avec cette face p arétes communes, elle
a avec elle (p + 1) sommets communs. En désignant par A, F/, &/
les nombres des arétes, des faces et des sommets de cette nouvelle
surface polyédrale, on aura donc

F=F 1, S=8+n—(p 1), A= N+ n—p,

d’ou l'on tire
F'4+-8=A"51.

Cela posé, revenons au cas d’un polyédre convexe. Pour obleniv
une surface polyédrale, il suffit d’enlever une face, ce qui ne mo-
difie pas les nombres A et S; donc la relation (1) est démoutrée.

Si l'on désigne par f, le nombre des faces a p arétes, pars, le
nombre des sommets des angles polyédres 4 p arétes, on a les for-
mules

F= fi+ fid+tiii+ fot+...,
S= s+ s5+...4+ sp+...,
2A =3 3+ 4fit...+pfp+...,
2A =383+ 485+ ..+ PSp ...,
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On déduit facilement des précédentes

2F =4+ 83—+ 2s5, 4+ 355+ ..,

Exemple I. — Il w’existe aucun polyédre convese qui ne renferme an
moins une face triangulaive ou un angle triédre. Ta effet, on a la formule

So s = 8- (S5 85) u(fot-Se) e

Exemple II. — ]l n’cxiste aucun polyédre convexe dont toutes les faces
aient plus de cing arétes. — Il n’existe aucun polyédre convexe dont tous les
angles polyédres aicnt plus de cing avétes.

Exemple ITI. — L'angle droit ¢étant pris pour uniié, la somme de tous
les angles d'un polyédre convexe égale le quadruple du nombre des som-
mets, diminué de 2.

Exemple IT. — Trouver le nombre des diagonales d’un polyédee convexe
(ui ne sont pas situées dans les faces du polyédre.

Si I'on pose
Lo=fy vafe =3 s+,
M ;I.S.JF:J - 2.4.fg'+ 3.5.‘f;*¥‘. ‘e
et si P'on désigne par D le nombre des diagonales, on a
BT — (Lo 2) (L - 4)—— 4 M.
Exemple V. — Le numbre des régions formées par n plans, tels que
deux ne soient pas paralléles, que trois gquelconques d’entre eux ne soient
pas paralléles a une méme droite, ¢t que quatre ne passent pas par un

méme point, est
4 Gl G2 Gl

les régions finies sont en nombre C3_,.
Ezxemple VI. — Si py, pa, ..., p, désignent les nombres de plans paral-
léles de n systémes, et si Pon pose
A= 2py, B = Epips, G = Zpprps
le nombre des régions de espace formées par ces n systémes est égal a

1-+A-+ B+ G

parmi ces régions, (2B -- 2) sont illimitées, et les autres forment des vo-
lumes finis,

Ezemple VII. — Le systéme formé par p plans quelconques et g sphéres
partage 'espace en un nombre de régions au plus égal a

i+ G+ G+ C) - pg(p—1)+ 29+ 203

Les régions illimitées sont en nombre 2 + ap(p —1).
Exemple VIII. — 8Sil'on considére des systémes de plans paralléles en
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nombres p,, py, Pa, - .., ¢t de sphéres concentriques en nombres gy, qg,
{3y +.., et si l'on pose

A==Zp, B=Zppy, C=ZIppspy
A'=Zgy, B = Xq.qa C'=Z2q1929s:

cet ensemble divise I'espace en un nombre de régions qui ne surpasse pas
1—-A+B+Cra(AB - BA) + 2A"4 20,

L¢ nombre des régions illimitées est (2B —-2).

Les quatre exercices précédents sont dus a STEINER. — Foir une Note de
M. Latsant intitulée : Régions du plan et de Uespace (Congrés d’Alger,
1881).

(6. Les polyddres convexes réguliers. -— I/ ne peut exister
que cing espéces de polyédres convexes dont toutes les fuces
aient le méme nombre n de cétés et dont tous les angles po-
lyédres aient le méme nombre m d’ arétes.

En effet, on a, par hypothése,

2A=nlF =mS;
par suite, la formule de Descartes donne

" 4m
[‘ fuse " .

20— R) - MR

Puisque m doil étre enticr et positif, on ne peut faire que les
hypothéses suivantes, renfermées dans le Tableau ci-aprés, dans
lequel 1D désigne le nombre des diagonales.

Fig. Ho.
r m I s, | A D
. B i B
71_ E,,, 4 B 4 ‘ 6 o 7 Tétragdre.
3 1‘ 4 ‘ 8 6 i a2 3 Octaédre.
3- 75* 20' 7‘ l’).” | 7 3o 36 Icosaedre,
k; A 3 | 6 8 | —H—IT 4 » Hexaédre.
‘ 5 V 3 12 20 - 3o “ 100 7 Dodécaédre.

Les polyédres réguliers.
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Remaroue. — Nous ne développerons pas davantage, pour le
rmoment, ces études sur la Géométrie de situation; cependant il y
a lieu de rappeler les travaux de Pornsor, Caucny et BerTranD sur
les Polyédres étoilés; ceux de M. Caravan, sur les Polyédres
semi-réguliers, considérés d’abord par Ancuimipe; ceux de
Bravais, sur la Cristallographie et sur la Phyliotarie; ceux de
M. Caviey sur les Arbres géométriques et leur emploi dans la
théorie des combinaisons chimiques.

Dans deux importants Mémoires, trop ignorés aujourd’hu,
Listive a posé les principes généraux de la Géométrie de situation.
Ses Vorstudien zur Topologicl(l&ij) ont éLé 'objet d’un rapport
sommaire dans le Traité d Electricité et de Magnétisme de
Crenk Maxwern, et d’un exposé élémentaire par M. Caviey,
dans le Messenger of Mathematics (1873). Dans son Mémoire
de 1861, Der Census raiimlicher Complexe, Listine s'occupe
de la formation et de la classification des neuds; cette idée a été
reprise dans plusieurs Mémoires présentés 4 la Société royale des
Sciences d'Edimbourg, par M. Tarr, qui a retrouvé la plupart des
résultats de Listing, & propos de I'idée de Tuovson sur les vortex-
atoms. La Géométrie des nauds est un des chapitres de la Géo-
métrie du tissage; nous cxposerons, dans le second volume de
cet Quvrage, les lois arithmétiques de la Géométrie des lissus 4 fils
rectilignes.

Exemple . — Les hélices paradromes. — Considérons un long ruban
étroit ou une bande de papier, dont lesbords sont garnis d’une petite ligne
noire on d'un 2iséré. Si 'on véunit ensemble les deux extrémités, sans
torsion du ruban, on forme une snrface composée de deux faces et de
deux lisérés; on ne peut aller d'un point de I'une des faces a un point de
'autre, en cheminant sur le ruban, sans traverser 'un des lisérés. 5i 'on
coupe le ruban suivant sa longueur, on en obtient denx autres séparés.

Il n'en est plusainsi lorsque 'on réunitlesdeux extrémités du ruban, aprés
avoir effectué n demi-torsions dans un méme sens : 1° Lorsque n est un
nombre pair, la surface a encore deux faces et deux lisérés formant chacun
un circuit fermé; si I'on coupe le ruban dans salongueur, il se trouve di-
visé en deux autres possédant chacun n demi-torsions, comme le ruban
primitif; mais Ies deux demi-rubans ne peuvent étre séparés 'un de lautre
et se trouvent noués i n fois, 2° Lorsque le nombre n des demi-torsions
est impair, la surface ne présente qu'une seule face et qu'un seual liséré; si
I’on coupe le ruban dans sa longueur, le ruban reste unique avec.2 » demi-
torsions, et, pour n > 1, il est noué.
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Ces curieux résultats sont tirés de la Topologie de Listing; ils ont été
la base d’un opuscule qui eut un grand succés a Vienne, il y a quelques
années, ct dans lequel il s"agissait de montrer que Fon pouvait, sans esca-
motage ou spiritisme, exécuter le célébre tour de faire un neeud avec une
corde sans fin.

Au lieu de faire une scule coupe longitudinale du ruban, on peut en
faire deux, trois, ..., et I'on obtient d’autres résultats.

Ezremple fI. — La bande de timbres-poste. —— De combien de maniéres
peutl-on replier, sur un seul, une bande de p limbres-poste?

Ezemple Il — La feuille de timbres-poste. — De combicn de mo-
niéres peut-on replier, sur un seul, une feuille rectangulaire de pg timbres-
poste?

Nous nc connaissons aucunc solution de ces deux problémes difficiles
proposés par M. Ex. LEMOINE.
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CHAPITRE VIIL

LA MULTIPLICATION ALGEBRIQUL.

67. Multiplication des polynomes. — Multiplication des mo-
némes; — d’un polyndéme par un mondme; — de deux polyndmes.
— Régle des signes.

Le produit de plusieurs polyndmes peul toujours éLre remplacé
par un polynéme unique qu'on appelle le produit effectus. On
opére habituellement comme il suil : on multiplie successivement
tous les termes du premier polyndme, en commencant par Ia
gauche, par le premier, le second, ..., le dernier terme da se-
cond polyndme. On obtient ainsi un premier produit particl; on
fait, s’il y a lieu, la réduction des termes semblables. On multiplie
ensuite chacun des termes du produit partiel successivement par
le premier, le second, ..., le dernier terme du troisiéme poly-
ndéme, en commengant toujours par la gauche, ct ainsi de suite.

Le produit des polynémes A, B, C, ..., L est la somme de
tous les produits de n facteurs formés avec un lerme de A, un
terme de B, ..., et un terme de L; s'il n'y a aucune réduction,
le nombre des termes du produtt est égal au produit des nombres
des termes des facteurs.

Soit, en général,

A=a+a,+ay+...4ay,
B—bl-v-‘bz+b;,—-:—...—~‘-blg,
C:C1—f—02+03 :n..']—C‘r,

Pour faire la multiplication des polynomes A, B, C, ..., on

multiplie tous les termes de A successivement par tous ceux de B
pris dans l'ordre de gauche & droite; puis on muliiplie tous les
termes du produit par ceux de C, et ainsi de suite. Un terme quel-
conque a une expression de la forme aybgey ..., en désignant
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par @' l'un des entiers 1, 2, ..., 2, et de méme pour B’ et pour ¥,
Dans le produit total, les termes pris dans I'ordre successif sont
d’abord ceux qui ne conliennent que @, en nombre o; puis ceux
quine contiennent que @ ou b, pris séparément ou simultanément:
ils sont en nombre a3; puis les termes du produit par C quisont
en nombre a8y, et ainsi de suite. On voit ainst que le rang du
terme aq by ¢y dy est fourni par Uexpression

_ ot I ’ ’
o= a23v8 o aly + aB -

Inversemeunl, lorsque n est donné, on observe que &' est 'entier

de la division de n par aBy, que ¥ est I'entier de la division du

e . . . - . . . _ . >

reste par a3, et ainsi de suite. En particulier, si 2 =3 ==~ =¢,

la détermination du terme qui correspond & un rang donné n re-
vient & écrire n dans le systéme de numération de base a.

Ainsi, dans le produit
(1—a)(1—b)...(1 —1),

pour avoir le stgne du terme de rang n, on écrit ce nombre n dans
le systtme de numération binaire; le terme correspondant est
positif, ou négatif, suivant que Je nombre des 1, et celui des o qui
terminent n, sont, ou ne sont pas, de méme parité.

Carré d’un polyndme. — Interprétation géométrique :

(a+b4+c+...+ )= 2Za*+2Zab.
Cube d’un polynéme. — Interprétation géométrique :

(2a) = Za3-{ 3%a?b + 6Zabe.
Quatriéme puissance d’un polynéme. — On a la formule
(LaP =Sat - 4Za’b+06Za?b? 12 atbe + 2§ Zabed.

On trouvera plus loin la formule générale qui donne le déve-
loppement de la puissance d’un polyndme.

Exemple I. — Si 'on désigne respectivement par A, B, G, D les poly-

ndmes
a—b—c¢, b—c—a, c—a—b, a+b-+c,
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on a les formules

A+B+C +D =o,
A2 B+ G2+ D2= {Ea?,
A3~ B3 Gy D3 2jabe,
A*—Bi Gt Do= jZat+ 2{Za?b?,
As - Bs= Cia Di= 8oabe.Tal,
AT+ B74- Q7+ D7 = S6abe(32a*+ 10T atbt),
ABCD = Z2av—2Xa?2b2.
Exemple . - SiTon désigne par A, B, C, D les polyndémes
brer+d—a, c-~d-a—b, d a+b—c a+b+c—d,
et par P, Q. R, S'les polyndmes
a+b-c+d a-b-—c—d, b+c—a—d, c+a—b—d,
les valeurs de I'expression

| R le_lp. R Sn— An— Brn-—- Cr— PDr

sont
POUT 7L == v vvnvarnns o,
R T 1gaabed,
wo R =B oo gBoabed.Eat,
wom=8& ... ... Bgbadbed(3Za*+ 10Ea?b?),

Ezemple 1II. — En conservant les notations de I'Exemple précédent, on
a la formule

ABCDPQRS = Xat— {Zafd?+ 62 atb'+ [Eatdicl— fjoaldicidl.
Fremple IV. — Développer le produit des seize facteurs
adbtetdte,

St I'on remplace, dans 'Exemple 111, le nombre d par (d + €}, puis par
(d — e), et si 'on multiplie les résultats obtenus, on trouve

Tals— 8Xalrb?4 283al2bt+ joZal2blc?
— 6 attht— 72EZalWbre?— 76 Zalt b2t d?
—=0latbdt-joSalbbcr 36T albirer-1-344Zabbretdt — 752 asblet d2et
+~16Zabbcr— 16 Zabbberd?— o722 atbretd2+- a8 Zad bt ctdiel
-~2008 Eatbtcrdt*— 1520 L atbtct dier.

Cette méthode de calenl est due & DiScARTES.
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68. Le carré magico-magique de Fermat. — Avec deux groupes
de quatre nombres «. b, ¢, d, et p, ¢, r, s, on forme une table
d’addition & deux entrées, comme celle de Pythagore ( fig. 51).

Fig. 51.
a-+p, b+p, c+p, d-sp,
a--q, b+gqg, ca+q, d+gq,
a+r, b+rr, c+r, d-+r,
a-+s b+s c—+s, d--s,

Table d’addition.

En permutant les lignes, ou les colonnes, ou en échangeant les
lignes et les colonnes, on forme 2(1.2.3.4)2=1152 tables dis-
tinctes. 51 I'on prend quatre nombres d'une table, de telle sorte
quil n’y en ait pas deux dans la méme ligne ou dans la méme
colonne, on obtient une somme évidemment égale 4 celle des huit
nombres donnés. Pour chaque table, il existe ainsi vingt-quatre
sommes conslanles, en nombre égal aux permutations figurées de
quatre objets (n° 43).

Echangeons deux a deux les huit nombres placés symétrique-
ment par rapport au centre du carré, et qui ne sont pas situés sur
les diagonales; puis, échangeons deux quariiers opposés de quatre
termes, l'inférieur A gauche et le supérieur a droite ; nous formons
ainsi le Tableau que 'on appelle carré magico-magique.

Fig. 5a.
a-+p, ¢-4s d+gq, b-ir
d+r, b+gq, a—s, c-p,
b+s, dip, e+r, a-gq,
c+qg, a+r, bap, A os.

Carré magico-magique.

St I'on fait la méme transformation sur les permulations figurées,
on trouve la fig. 53. Par suite, la somme des quatre nombres du
carré magique qui correspondent i quatre cases grises de cette
figure est constante. Il y a done 1152 carrés magico-magiques.

On peut tripler ce nombre lorsque

a-+-d=0-1r¢ et PSs=q+r,
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comme cela a lieu pour les deux groupes 1, 2, 3, 4, et 0, 4, 8, 12,
qui reproduisent les seize premiers nombres. Dans ce cas, on a
les théorémes suivants : Dans tout carré magico-magique, la somme

Iig. a3,
D E A B
-
\‘
U P A
B
L T H it
M ! Y X
i

Les vingl-quatre sommes constantes d’un carré magico-magique.

des huil nombres placés dans les deux diagonales égale Ia somme
des huit autres. 1l ¢n est de méme pour la somme des carrés ci
pour la somme des cubes (".

69. Formules d’Euler pour les produits des sommss de quatre
carrés. — On a l'identité

(a?+ 61)(p2+q*) =(ap —bg )+ (ay + bp)®,

indiquée par Freonaccr; elle exprime que le produit d’'une somimne
de deux carrés par une somme de deur carrés est une somme
de deux carrés. En changeant le signe de p, on obtient, dans le

(') Voir notre article du Journal de Mathematiques elémentaires, 1887, inli-
lé : Les carrés magiques de FERMAT et de FRENICLE..
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cas général, une autre décomposition; mais, st a ==p, b=gq,ona
la décomposition unique

(a?+ b2)2 = (a2-— b2)2 + (2ab)?,

qui est la formule fondamentale des triangles rectangles en
nombres, dont la théorie sera exposée plus loin.

La formule précédente a é1é généralisée par EvLer qui a donné
le théoréme suivant : Le produit d’une somme de quatre carrés
par une somme de quatre carrés est une somme de quatre carrés.
En effet, sil’on remplace les sommes par des produits dans le carré
magique dn numéro précédent, et si l'on donne le signe — aux
termes de la premiére diagonale, on trouve que la somme des
expressions

(— ap +—es + dg -+ br)?
+—(-~dr —bg +as-+cp)?
4+ bs +-dp—cr + ag)?
4+ (+ecq +ar + bp—ds)?

égale le produ’it des deux sommes de quatre carrés
(a2+ b2+ o dl)(P2,+_ q2_l_ I'!-%—S'Z).

En permutant p, g, r, s, on a vingt-quatre formules distinctes;
puis, en changeant le signe de p, on en obtient vingt-quatre autres.
Ainsi la décomposition du produit des sommes de quatre carrés
en quatre carrés se déduit Lrés facilement de la considération des
carrés magico-magigues.

Brroscur a donné des formules semblables pour le produit de
deux sommes de huit carrés; mais, contrairement & ce que l'on
pensait, M. Samuer Ropents a démontré qu'il n’existait pas de for-
mules analogues pour les sommes de seize carrés, ou plus (The
Quarterly Journal, 1879 et 1830).

D’autre part, il ne peut exister de formule semblable pour les
sommes de trois carrés : ainsi 3 et 21 sont des sommes de trois

carrés
J=124 1241t et 21 = 42+ 22415,

etleur produit 63 ne peut étre décomposé en moins de quatre car-
rés. De méme, le produit des deux formes

at+ bt 2cf, pri-giiar?
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ne peut donner un résultat de méme forme, puisque Von a, par

exemple,
6 =02+22+ 2.1% et 13 =12+ 22+4-92.2?%

et que le produit 78 ne peut étre décomposé de cette mantére.

Nous démontrerons plus loin, an moyen des formules d’Evier,
ce théoréme énoncé par Bacuer @ Tout entier est la somme de
quatre carrés, ou d’ un moindre nombre.

70. Formules de Lagrange. — On a l'identité suivante

(a4 hd?t pe+ hud?) (Pt Art+ us? = hug?)
= —ap + wes + Apdy + 3 br|?
+— u[Adr —hbg +—as +cp]?
4 Ae[bs--dp — er + ag 2
+ Mueq +ar—bp — nds]?;

pour A= w =1, on retrouvc les formules d’EuLkr.
On a encore cette autre identité de Lacranee, qui sapplique a
un nombre quelconque de carrés :

(@2 b1+ 2 d2)(pi+ g2+ 1t s?) = {ap + by - cr + ds)?
+{aqg --bp-+ (ar— ecp)?
—{as —dp P+ (br —ecq)*
- {bs — dg )+ (es — dr).

On remplace ainsi le produit de sommes de n carrés par une

somme de (1 C,) carrés, tandis que le produit eflfectué¢ donne
n? carrés.

Ezxemple I. —Vérifier les formules suivantes, dans lesquelles u, désigne

le terme de rang (n —+-1) de la suite de FreoNscor (n° 3) ¢

Wl — Uy Upyy == (— )21,
Wi+ Ui = Usp—y,
uf—f— U%+.- .- u,‘i: LUy U,
ug, -+ u;'§_+1 and u;",gl = U3p,
UpUpi)— Upqllp_ 1= Uap_1,
Up 1 Upntro— UplUpi3z~ (_ l)",
uh — Up—oln—1Un+1lin+2 =1,
Uyl + Ug U+ .o .~ Uap—q Uan= Ud,,

UypUs+ Usly—. ..+ UspUapty = Ulp g —1.
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La premiére des relations précédentes cst due 4 Ausert Giranrp; elle
donne lieu & un curicux Paradoxe géométrigue (voir nos Récréations
mathématiques, t. 1. — Cinquiéme Réeréation).

Lzemple II. — Considérons la suite récurrente donnée par la formule

Uysg= P U,y + q U.,

et par les deux premiers termes U, et Uy; soit, de plus, u, le lerme de
rang (n —+ 1) dans une suite donnée par la méme loi et dont les deux pre-
miers Lermes sont &g = o et u; — 1; vérifier la formule
Up=Usttn 11Uyt
Exemple HI. — Sip = Gg 31, on a Uidentitd
4

ipt = (8ga)+{(8g = 1)t (g2
Fremple TV. - Le carré et le eube d’une sonume de lrois carrés
sont des sommes de trois carrés. — En effet, on a
P (2t — 22 (awz)l+ (232,
= (28 —3xs®>—a23yi+ xy?)?
—_ (‘}r3 ----J’Z‘2—}/52 - " x}»z)?
+ (3% - J3xt—uzyi+ oy
Plus généralement, M. Ngupene a démontré que toute puissance de

ax?+ byr+ cz?

cst un nombre de la méme forme (Mathesis, I, p. =5).
Exemple V. — Sil'on pose
P=a’+ b+ c?—be- ca— ab,
on a [es identités
2P =(b—¢)vic—a)+(a—br,
2PT= (b — ¢l (c—a)yp+(a— b,
Pr=(a—02(a—eR+(b—c2(b—a)+(c— a){c—b)
(@a+b-+c)P =a¥+ b3+ ¢3— Jabe,
Eremple VI, — On a l'identité
aXd-+bY3+ b3 = V2,
dans laquelle 0n suppose
X=x(azd+ 25y3),
Y =y(byd+2ax3),
L = 3.2'2}’2,

V =atzs+ gabzd i+ b2yl

GHAPITRE VII!. — LA MULTYPLICATION ALGEBRIQUE. 129

Exemple VII. — On considére le tableau des neuf quantités

Pt gi—ri—s2, o(gr--ps), 2(gs — pr),
2(gr—ps) prrt—git—st a(rs +pg),
2(gs + pr), 2(rs — pq), PP st—gt—ri;

vérifier que la somme des carrés des nombres contenus dans une méme
ligne ou dans une méme colonne est égale au carré de p? + g2+ r2+ 52
{ voir Noue. Corr. math., t. II, p. 97).

Ezxemple VIII. — Trouver quatre nombres tels que leurs produits deux
4 deux, augmentés de l'unité, soient des carrés (DropuantE, liv. IV,
prop. 21). — 51 Pon pose

a=r,

b=s(rs+2),

c={s+1)(rs+r—+na),
d=4{rs+1){rs+r41)(rs? 4 rs + 25 4 1),

les carrés des six expressions

rs--1,

rs—+r—+i,

2rs? - arls - 4rs+ 20 41,

rs?4rs + 2541,

2rts3 4+ 2rts2 - 6rst+ 4rs + 45+ 1,

2r?s3 - Ar2st+ orts 4+ 6rst -8rs4-a2r-+4s-+3

sont respeclivement égaux aux six quantités

ab-+~1, ac—+1, ad-+1,
be +1, bd—+1, cd —+,

Une autre solution a été donnée par EuLER ( Commentationes Arithme-
ticee collectee, t. 11, p. 45).

71. Valeur numérique d’un polynéme ordonné. — Réduction
des termes semblables. Ordonner un polyndme suivant les expo-
sanls croissants ou décroissants.

Pour obtenir la valeur numérique d'un polyndéme

S (@)= poa®+ pyo* - po 2" 2. ..+ P,

qui correspond & une valeur donnée x — a, .on calcule successi-
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vement les expressions
]r‘.): /7\3:

fg :poag—%pla —:*‘PQ,
Ja= poatd == pya® - pact + Py,

en déduisant chaque résultat du précédent par les formules

./1 = af”_’-”Pl:
So=aji—py,
f:iz a fo-i- Py,
fi=afs+pi
chacun des polyndmes [y, fa, fu) Jo, ---, 051 égal au préciédent

multiplié par @, ¢l augments du coefficient correspondantde f(x).
Lorsquiil manque des Lermes, on doit tenir compte des coefficients

nuls.
Pour x =1, le polyndme est égal & lasomme de ses coefficients;

pour x —— 1, il est égal & leur somme alternée.

79. Divisibilité de f(z) par (r —a). — Considérons la multi-

plication

./-Oxn’_l-q'-—fll.n~2 +f2xlt‘:}+. R T

x—a
f‘uxlz+ fl At g fz it — ‘/‘n-l 2

- a‘fﬂ - a,fl e a,fu—? — & Jn-i
ot pi | @l py | 2R pae | x4+ pn— f(a).

Done, cn désignant par Q le multiplicande, on a
flz)=(x—a)Q+fla);

par suite, la condition nécessaire et suffisante, pour gue f{x)
soit divistble par le bindme (x — a), est f(a) = o.

Si un polynéme f(x) est divisible séparément par les bindmes
(z —a), (z—0), ..., (x—1), dans lesquels a, b, ¢, ..., {,
sont des quantités inégales deux & deux, 1l est divisible par le pro-

duit des bindmes.
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Réciproquement, pour que f(z) soit divisible par le produn
(x—a)Y(z—08)(x—c)...(x—1),

dans lequel les nombres @, &, ¢, ..., { sont inégaux deux a deux,
il faut et il suffit que I'on ait

f(a):O? f(b):o, f(c):o, ey f(1>:0

73. Ideatité et similitude des polynémes. — Decux polynémes
réduits et ordonnés sont dits identiques (ou semblables), si les
coefficients des mémes puissances de z sont égaux (ou propor-
tionnels). Le nombre des conditions pour que les polynémes de
degré n soient identiques est (n -4 1), ct le nombre des conditions
pour qu’ils soient semblables est n.

Si un polynéme f(x) de degré n sannule pour plus de n va-
leurs de x inégales deux & deux, tous les cocfficients de ce poly-
noéme sont nuls, et le polyndme est nul quelle que soit la valeur
de x.

Si les valeurs numériques de deux polyndmes de degré n sont
égales (ou proportionnelles), pour plus de' n valeurs de x inégales
deux 4 deux, les polynémes sont identiques (ou semblables).

Les opérations d’addition, de soustraction, de multiplication
sur des polynémes ordonnés ne peuvent donner comme résullats
que des polyndmes identiques, quel que soit Pordre des opérations.

Lorsque le multiplicande, le multiplicateur et le produit, sont
ordonnés de la méme maniére par rapport a la variable z, le pre-
mier cl le dernier terme du produit sont respectivement égaux
aux produits des premiers et des derniers termes des facteurs.

Ezxemple I. — On a l'identité
Tt 4yt = (2t axy +ayE) (&t —axy - 2 p?).

Peour y =1, on déduit cctte proposition de SopHIE GERMAIN (1) :

Tout nombre entier (%4 4), autre que 5, est le produit de deux nombres
entiers. Pour > =1 et » = 2", on a la formule d’AURIFEUILLE, entrevue
par BEGUELIN (2),

DY Ik o T S (22n+1 4 gn+1.y |) (22n+1 UV S 3 R 1)_

(). Manuscritn° 918 du fonds francais de la Bibliothéque nationule (p. 84).
(*) Mémoires de U'Academie de Berlin pour 1772, p. 295.
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Ezemple I, — On a l'identité
207 y8 = (&4 3p2) (22— 3ay +- 3p%) (@ + 3ay + 332),

et pour 2 =1, ¥ — 3%, on en déduit que 352+3.4- 1 est le produit de trois
facteurs,

Exemple 111 — Lc nombre 10— 58 10 est le produit des trois facteurs
22— 5y, wrsatyr4 2yt Sxy(at+ 5.

Exemple IV, — Le nombre 212+ 65512 est le produit des trois facteurs
Ft-- 36y, w1822y + 6yt by (224 6y2).

Ces formules sont les premiéres de deux longues suites de formules que
nous avoans tirées de deux de nos mémoires : Théorémes arithmétiques
{Acad. de Turin, 1878). — Sur les formules de Caveny et de LEJEUNE-
DiricaLET { Association francaise, Congrés de Paris, 1878).

Exemple V. — 8il'on pose

X=a3— 3+ 3zyloxr - »),
Y =p3—23+ 3yx(oy + o),
Z =32+ xy -+ y?),
A=zylz+y),

on a lidentité

X3 Y3 — AZs,
En particulier, pour # =1 ¢t y — 2, on a
179+ 373 = 6,218,
qui donne une solution de I'équation indéterminée

X34 Yo = 622,

et, par suite, une infinité de solutions, bien que LEGENDRE ait affirmé son
irrésolubilit¢ dans sa Théorie des Nombres (1).

T4. Binéme de Vandermonde. — Posons, pour simplifier,
T+ 2P =14+p12 + D@2 ...+ pa@P=2 4+ p P!+ 2P
on a ausst

(& +1)P =P+ praP=l - paxP-2 -, -+ P& prx 1,

(*) Yoir nos Theorémes génerauz sur Uimpossibiliteé des éguations cubigues
indeterminédes (Bulletin de la Soc. math., t. VIII).
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en multipliant membre & membre et en égalant les coefficients
de x?, d’aprés la loi d'identité des polynémes, il vient

Clp=12+pi+pi+...+pi-+pi-+1%;

en d'aulres termes, la somme des carrés des coefficients du dé-
veloppement de (14 2)P égale le coefficient du milieu dans le
développement de la puissance d’exposant double.

De méme, en égalant les coefficients de x? dans le développe-
ment de (1 — z2)P, d'une part, et dans le produit des développe-
ments de (1+ z)P et de (1 — z)P, d’autre part, on trouve que /e
somme alternée des carrés des coefficients du développement
de (1 + x)?,

12— p? + pl —pl4.. .+ (—1)Pa2,

estégale au coefficient du milieu de ce développement lorsque
p est pair, et & séro lorsque p est impair.

Plus généralement, on peut égaler le coefficient de 27 dans le
développement de (14 2z)#*4, d'une part, ct dans le produit des
développements de {1+ )P et de {1+ )7, d'autre part. On
trouve alors une formule qui ne différe que par la forme d'une
identité donnée par Vanpervonpk, et que U'on appelle bindme des
SJactorielles (n° 48, Ex. IV). En d'autres termes, le bindme des
factorielles est le résultat de la loi d’identité des polyndmes, que
Uon obtient dans le procédé de la multiplication accélérée des
polynémes ordonnés, en étendant a ceux-ci le procédé de multi-
plication rapporté par Fisowacer (n° 19). Ces diverses propriétés
sont considérablement amplifiées dans les numéros suivants.

Ezemple I. — Trouver la somme des produits deux a deux des coef-
Jictents du bindme.

Lorsque 'on connait la somme de p nombres et la somme de leurs
carrés, on obtient la somme de leurs produits deux a deux par la formule

22ab = (La)t— Za?,
que l'on déduit du carré d’un polyndme. Dans I'exemple, on 4 donc

(2p)!
(p1y

2Zab = 22r —

Remargque. — On ne connait pas de formule simple pour la somme des
cubes des coefficients du bindme.
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Fremple II. — Si I'on multiplie respectivement les g premiers coeffi-
cients du développement de (1-—~ 2)? par les ¢ premiers termes d’une pro-
gression arithmétique ayant ¢ pour premier terme et r pour raison,
on a pour somme des produits

{--1)7-1 ———L) [prig —v)+a{p—0)]C)  (DELANNOY.)

pLp—i
Eremple III. — Démontrer les deux formules
L Cn 3 (‘n—i mn—_[Cl _Cn.
e 1 +‘—‘n+z L R o en — L —1,
2 i an-—2
_  on— 4 n—2 - —_ (=1 .
rL+iC2"'1+tt—i—-zc”"1 e 9n—=102"'1#02”'l :

THEOREMES GENERAUX SUR LE CALCUL DES SOMMES
ET DES DIFFERENCES.

75. Relation entre les termes d’une méme ligne. — La loi de
formation d’un Tableau de sommes donne (n° 5)

Loy =y Sy,

B2y = Tuyg+ Eluy;
par suite, en ajoulant,
ruy— uy+ 2Z 1+ Zty,.
En passant & la colonne suivante, on a
By = Sy 2Z%u,—+ Z3u,;
en ajoutant les deux derniéres égalités, il vient
Blusg=— uy+ 3Zup+ 320+ Z3u,.

On a, par induction, la formule suivante que 'on peut vérifier
@ posteriort

Eru,= g+ CLlouy4- C282uy - ... + Sry
P P 0 P 0 0y
ou, sous la forme symbolique,
(1) Irypgcd(1-+ 2)Pu,;

on doit remplacer les exposants des puissances de % par des in-
dices, et T u, par u,.

CIIAPITRE V1II. — LA MULTIPLICATION ALGEBRIQUEL. 135

On peut augmenter d'un nombre quelconquey soit les indices
de T, soit ceux de z; d'ott Y'on dédunit que si Uon multiplie respec-
tivement (p +1) termes consécutifs d'une ligne AB d’un ta-
bleau de sommes, par les coefficients du développement de
(1 + x)?, on obtient, pour somme des produits, le terme C du
Tableau, placé au-dessous de B dans la méme colonne, et de A,
dans la méme diagonale ( fig. 34).

Pour le tableau des différences, la formule précédente devient
(£} tpeha (1 4 A)Puy.

76. Relation entre les termes d'une mame colonne. — On a la for-

mule
Zup= 2%y — B2y,

en passant @ la ligne suivante,
Suy= T, — Sy,
en retranchant la premiére égalité de la seconde, 1l vient
o= Etuy,— 2SNy, + Xu,.

En retranchant cette égalité de celle quel’on obtient en passant
a la ligne suivante, 1l vient

tg= Lduy;— I3y, + 33y — Edy,.
On trouve ainsi la formule générale

ty= ZPu,— C},ZPu,,_l-i— Cf,!.Pu,,,g H ok (—1)PEP U,
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ou, sous la forme symbolique,
(2) oL B (1 — 1)P,

a la condition de remplacer, aprés le développement de (u — 1)?,
les exposants de u par des indices, sans oublier I'exposant zéro.

Par conséquent, si 'on multiplie (p —-1) termes consécutifs
d’une méme colonne CB d’un Tableau de sommes, en remon-
tant, par les coefficients de (1— )P, on trouve pour somme
des produits le terme A du Tableau ( fig. 54).

Avec la notation A du calcul des différences, la formule précé-
dente s’écrit

(2) AP py b (4 —1)P.

77. Relation entre les termes d’une méme diagonale.— Onala

formule
b4 Uy — z ) — U,

par suite, en passanl & la ligne et & la colonne suivantes,
22u1: 2‘.2u2—2u1;
et, en retranchant membre & membre

Erug—=Zruy —2Z g+ Uy,
en général,

Eruy=2Pup— CL 2P0y 4+ CREP2up g— ...
ou, sous la forme symbolique,
(3) Eruyee (Zu—1)P.

Par conséquent, si lon multiplie respectivement (p 1)
termes consécutifs d’une diagonale CA d’un tableau de
sommes par les coefficients du développement de (1 — x)P, on
obtient pour somme des produits le terme B du Tableau

(fig- 34).

Avec la notation des différences, on a
(3" upehs (i — A)P.

St le tableau des « représente le triangle de Pascaw, les rela-
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tiens précédentes subsistent; I'une d’elles donne, en particulier,
le binéme de Vanpermonpe. On peut appliquer ces relalions an
triangle arithmétique, en le supposant illimité dans tous les
sens.

On observera que les formules (1) et (1"), (2) et (2}, (3) et (3'),
rentrent deux par deux V'une dans I'autre, si I'on se rappelle I’iden-
tité symbolique d’opération TA =1, c¢’est-d-dire si 'on remplace
XP par A™P,

78. Démonstrations figurées. — Les théorémes que nous venons
d’exposer peuvent étre démontrés et généralisés par des caleuls
trés simples d’Arithmétique de position. La fig. 55 nous rappelle

Kig. 55. Fig. 56, Fig. 5.
l
I 1 6 7 1 15 | 21 7 1
1 5 10
1 4 6
! 3 3
1 2 1
1 1
1
l. u u u

Théoréme de I’angle droit.

que lout nombre contenu dans une case quelconque U d'un ta-
bleau de sommes est égal 4 la somme des nombres contenus
dans les cases marquées 1, et pris une seule fois.

Si I'on remplace, a partir du bas, toutes les cases marquées
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par les deux cases correspondantes de la loi de formation, on
obtient la fig. 56, qui montre que le nombre contenu dans la
case U est égal 4 la somme des nombres contenus dans les cases
marquées 1, 2, ..., 6,7, 1, multipliés respectivement par ces coef-
ficients; on passera de méme ala fig. 57. On peut aussi, en partant
de la droite, remplacer les cases du haut par les cases qui corres-
pondent & la loi de formation. Par induction, on en déduit le
théoréme suivant, qui s’applique dans toute 'étendue d’un tableau

de sommes :
Fig. 58. Fig. 5g.

1 K L M - z 1
A J l
B ; |

=

: § |
J A
K 1

z M L \

Si l'on considére, dans le triangle de Pascav, un angle droit
fig. 58) formé avec les premiéres cases d’'une ligne et les
cases supérieures d’une colonne, de rangs quelconques; puis, st
Pon éléve d'un rang, en les déplacant en méme temps, d’un
rang vers la gauche, toutes les cases du c6té inférieur, et si 'on
fait tourner ensuite I'angle obtenu d'un demi-tour autour de son
sommet, on obtient angle de la fig. 59. Cela fait, si I'on pose
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cet angle sur les cases d'un tableau de sommes, la somme des
produits obtenus en multipliant le nombre de chaque case par le
coefficient correspondant de Pangle est égale au terme du tablean
gqui se lrouve dans la méme colonne | que le 1 supérieur de
I'angle droit, et dans la méme diagonale -+ descendante que le
1 inférieur de Uangle.

Lorsque le cdté vertical de Pangle se réduit i deux cases, on re-
trouve le théoréme 1 (n® 73). Les autres théorémes donnent lieu
4 des généralisations semblables a la précédente. Nous laissons au
lecteur le soin d'étudier les propridiés des termes d'un tablean
de sommes, dans ses rapports avec les coefficients du triangle de
Pascan situés dans les paralléles a la diagonale ascendante #.

Lorsque 'on éerit le tableau des sommes et des différences
dans la disposition du carré arithmétique (n° 53), les théorémes
qui précédent prennent une forme plus symétrique. On peut,
d’ailleurs, les démontrer directement sur une figure. Ainsi, on
apergoit tout de suite (fig. 60), que, dans tout tableau de sommes

Fig. 6o.

W

disposé comme le carré arithmétique, le terme contenu dans la
case noire des fig. G, Gy, C; est égal 4 la somme des termes con-
tenus respectivement dans les cases d'une diagonale ascendante,
multipliés respectivement par les coefficients des développements
(14 2)?, de (1+x)? et de (1 + z)'.

En général, s1]’on multiplie (n + 1) termes du Tableau ( fig. 61)
contenus dans les cases de la diagonale - AC par les coeffi-
cients du développement de (1 -~ x)”, on trouve le terme contenu
dans la case B. Si I'on multiplie (n 4 1) termes contenus dans la

ligne <-BA, respectivement par les coeflficients de (1— x)”, on
obtient le terme C. Enfin, si 'on multiplie (n + 1) termes conte-
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nus dans la colonne 4 BC, par les mémes cocfficients, on obuent

le terme A.
Fig. 61.

?§ N
B -

A — B

Ces propriétés s’appliquent a 'échiquier triangulaire, au pen-
tagone arithmétique et & 'hexagone, en supposant que ces ta-
bleaux sont prolongés indéfiniment dans tous les sens, par la
méme loi de formation.

PUISSANCES DES POLYNOMES.

79. Puissances du trinéme et du quadrinéme. — Si I'on fait le
développement de (@4 & + ¢)P, en considérant (@-i- ) comme
une scule quantité, on a

(a+b+c)P=(a+b6)+Cla+b)rtc +...
+ Cf(a+b)ypr-v¢t+...+cP;
en développant ensuite les bindmes du second membre, nous ob-
tiendrons le développement de la puissance du trinéme. D’abord,
on voit que le nombre des termes, tous dissemblables, est, en
commengant par la droite,

1+2+3+...+(p+l‘)=(__1’+%(2l+_2);

chaque terme sera de la forme Ra*b8c?, en supposant que les
nombres «, 3, v soient positifs ou nuls et aient p pour somme.
On trouve ainst, avec la convention o ! =1,

p!
(a+b-+c)p=35—Lo—aubfey.
2l Bl

De méme, si I'on fait le développement de (@ + b ¢ + d)#,
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en considérant (a -+ &+ ¢) commme une seule quantité, on
trouve que le nombre des termes, aprés le développement des
puissances du trindme (a + b+ ¢), est

4 - -+ -
ve 23 34 (panlpr) (prnlpr2)iprd)
1.2 1.2 1.2 1.2 I.2.3
etl'on a
p!

pour toules les valeurs entiéres, positives ou nulles de a, 8, v, 7,
qui vérifient la relation
a4+ B4y +8=p.
Et ainsi de suite.
80. Puissances des polynémes. — On peut encore établir le
théoréme général de la manicre suivante. Considérons le polyndme

de ¢ termes
a—+b+c-t... .+

et multiplions-le par lui-méme, en écrivant les termes dans 'ordre
ordinaire, c’est-a-dire en multipliant d’abord le mulliplicande par «

aa + ba —-ca +...+ la;

puis par b, puis par ¢, ..., par /; nous formons ainsi le carré du
polynéme. Si nous ne nous scrvons pas d’exposants, et si nous ne
faisons pas la réduction des termes semblables, les g2 termes du
produit représentent les B? arrangements complets des ¢ lcttres,
prises deux & deux. En multipliant encore par lc polyndme, sans
faire de réduction, nous obtenons les B} arrangements complets
des g lettres, prises trois & trois, ct ainsi de suite Jusqu’a BS. Si
Pon fait ensuite la réduction des termes semblables, on voit que le
terme a*bBcv. .., de degré p, aura pour coefficient le nombre des
permulations avec répétition de p lettres dans lesquelles « sont

égales aa,Bab, ..., »al;onadonc
1
(’) (ll—l—-b+c-i—...—!— l)p: E'Ep—ﬁ}‘f‘:—waibBCY...l)u

Quant au nombre des termes du développement du second
membre, il est égal au nombre des combinaisons complétes de g
lettres, prises p & p, c’est-a-dire &

; _y .
DEZ C';;-t—q—t = ng-“
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c’est, en effet, le nombre des mots de p lettres faits avec un alphabet
de ¢ lettres, chaque lettre pouvant étre répétée jusqu’a p fois,
mais de telle sorte que, dans chaque mot, les lettres soient rangées
swivant Pordre alphabétique.

Soit, par exemple, p = 5, on a

Lap=Za’+5Za'b+10Za’lb+ 0 adbe

+ 30Za?blc + GoZa?bed +120% abede.

On observera que les T du second membre de cette formule ont
unc signification bien différente de ceux qui se trouvent dans les
formules qui précédent; dans cette derniére formule, comme dans
celles du n® 67, les Zreprésentent des fonctions symétriques dont
la théoric sera exposée plus loin. La détermination du nombre
de ces ¥ revient a trouver toules les maniéres de former un
nombré g par Paddition d’entiers positifs non croissants; cetle
question rentre dans la théorie de la partition des nombres.

Faremple I. — Déterminer, pour les dix premiéres valeurs de P, le
nombre des maniéres de former p par I'addition d’entiers positifs non crois-
sants.

On formele Tableau suivant ( fig. 62) par la formule

T NT—1 T .
NP'“ I\Z—1+N344/=

Fig. 62,

P t 23 § 56 7 8 9 10 N
1 1 N
2 P "
3 (O S 3
4 I 2 1 1 3
b} S S T 5
6 1 3 9 1 1 It
7 13 4 3 2 1 9 15
1 4 5 5 3 2 1 1 23

P4 7 65 3 2 o1 30

10 | 1 5 8 g7 5 3 a2 1 1 12

Partition des nombres.

Ainsi, le nombre des maniéres de former p = ~, par I'addition de nombres
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non croissants, est égal & la somme des nombres de la septicme ligne
I, 3: 4: Sa 2. T, i

qui correspondent aux nombres de solutions qui commencent respective-

ment par
7’ 67 57 45 3: 2? I.

Exemple IT. — Calculer les coefficients du carré de
142+ 24t
Exemple ITI. — Calculer les coelficients des dix premiéres puissances
du trindme (1 + > + 1),
Exemple IV, — Dans le développement du carré de
12X ..+ paxl,
le cocfficient de @7, pour ¢ < p, est égal a

gi*+ig
G

Lzremple V. — Le nombre des maniéres dont on peut amener le point »
avec p dés A jouer est le coefficient de 2» dans le développement dela

puissancec
(z+ 22+ 23+ 2428428 )P,
Exemple VI. — Le produit
33— 34 IRy 3P+ (3 + @ P (e )]
est la somme des cubes des polyndmes

axt-- ¥ — 3 - 3yt + 7)),
2y3— 3 -t By (32 2,

238 —d—yi 4+ 3o (r? 4+ )

81. Arrangements figurés. — Nous donnerons une démonstra-
tion de la formule (1) du numéro précédent, qui repose sur les
arrangements figurés.

Considérons un échiquier formé de p lignes horizonitales et de a
colonnes verticales; déterminons le nombre des maniéres de
placer a pions sur des cases différentes de I'échiquier, et de telle
sorte qu'il n’y en ait pas deux sur une méme ligne. On observera
que ce nombre est nul pour & > p; nous supposerons donc «Z p.
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Il faut d’abord choisir « lignes, parmi les p lignes données, ce qui
fait C% combinaisons simples; puis, sur chacune des lignes choi-
stes, 11 y a @ places; il en résulte a* dispositions différentes pour
une méme combinaison de « lignes; donc le nombre cherché est
CG%a®, ou, en nous servant de la notation des factorielles

p!
al{p —a)!

a*,

En particulier, pour 2 = p, on obtient la figuration des arran-
gements complets B? de a ebjets, pris p & p, qui sont en
nombre a?.

Cela posé, considérons un échiquicr de hauteur p et de lon-
gueur (a—+h+c—+...+); on peut imaginer que cet échiquier
est formé par I'accolement d’échiquiers de méme hauteur p et dont
les longueurs sont respectivement représentées par @, &, ¢, ..., L.

Fig. 63.
a b c Z
e B Y N *

Arrangements figurés.

Le nombre de maniéres de placer p pions sur des cases différentes
de I'échiquier total, de telle sorte qu'il n’y en ait pas deux sur
une méme ligne, est égal, d’aprés ce qui préceéde, a

(a+b+ec+ ...+ 1),

Mais, pour une disposition quelconque, il existe, dans chacun
des échiquiers partiels, des pions en nombres o, 3,v, ..., }, nuls
ou posilifs, qui vérifient de toutes les maniéres possibles la

relation
a+B+y+ .. +=h=p.

Prenons des valeurs déterminées de «, 8, v, ..., A qui vérifient
cette relation, et cherchons le nombre des dispositions correspon-
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dantes des p pions sur les cases de 1'échiquier total. Ce nombre
est évidemment égal au produit des nombres des dispositions de «
pions sur les p lignes du premier échiquier partiel, de p pions sur
(p — «) lignes du second, de y pions sur (p — a — ) lignes du

troisiéme, et ainsi de suite; on trouve ainsi

- _p=2)r (p—=z—B)!
al(p—a)! a¥ < T E—y bB = ey p— el X ...,
ou, aprés réductions,
|
;@,—ﬁ'——)\—, a*bBey ... 14,

En faisant la somme de ces nombres, pour toutes les solutions
de 'équation de condition, on obtient la formule (1) du n® 80.
Avec la notation des arrangements complets, cette formule peut
s’écrire

BP ) Y A A
a+b+e+.. 41 G‘I?!T!'“)\: a b e {

Mais, au lieu de traiter le probléme par la seule condition gu’il
n’y ait pas deux pions sur une méme ligne, on pent ajouter cette
condition gu’il n'y en ait pas deux sur une méme colonne; alors
les Arrangements complets figurés se transforment en Arran-

. z H
gements simples figurés, et 'on a la formule

p! :
P ZW'_A' AZARAY...AY;

Cette formule donne 'extension aux polynémes de la formule
du bindme de VaxpERMONDE.

RemarQue. — Aulieu de supposer que les lignes de chaque échi-
quier partiel conlicnnent le méme nombre de cases, on peut sup-
poser que les p lignes du premier contiennenl respectivement
Ay, Agy +. ., Ap cases; que les p lignes du second conliennent
by, by, ..., bpcases; etainsi de suite. On peut, de plus, admettre
que chaque case de I'échiquier peut recevoir jusqu'a n pions, que
chaque ligne peut contenir respectivement jusqu'a ny, ny, ..., n,
pions; en outre, on peut encore faire des conventions pour cha-
cune des colonnes de I'échiquier.
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En traitant alors ce probléme général de la disposition des
pions, en 'étendant aux échiquiers cubiques, et au deld, on ob-
tient des formules qui donnent, comme cas trés particuliers, les for-
mules les plus générales de Warine, dans la théorie des Fonctions
symétriques, et celles de Wronski, dans la théorie des Facultés
arithmétiques et dans sa Loi supréme des différences.
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LIVRE IL

LES NOMBRES RATIONNELS.

CHAPITRE IX.

LES NOMBRES FRACTIONNAIRES.

82. Les nombres fractionnaires, — Nous admettons que 'unité
A L] : r £t I
peut étre divisée en n parties égales, que l'on désigne par ~;

ce postulatum correspond a celui d’Evcripe, puisque celui-ci
revient 4 la division d’une longueur en parties égales. Mais on
peut se passer de ce postulatum, si 'on veut se reporter & I'In-
troduction de cet Ouvrage.

Définitions d’une fraction g et de ses deux termes. Numéra-

teur et Dénominateur.

Addition et soustraction des fractions de méme dénominateur.

Multiplication et division d'une fraction par un entier.

On ne change pas la valeur d’une fraction en multipliant ses deux
termes par un entier.

Réduction des fractions au méme dénominateur {!).

Addition et Soustraction des fractions. — Simplification des
résultats, lorsque l'on apercoit un facteur commun aux deux
termes.

(') Les théories du plus petit dénominateur commun et du plus grand commun
diviseur sont reportées & la divisibilité arithmétique. La théorie des fractions de-
cimales périodiques est reportée  celle des congruences bindmes.
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Multiplication des fractions. — Le résultat est indépendant
de I'ordre des multiplications. — Puissances des fractions.

Division des fractions. — Fractions de fractions.

En général, les régles et les théorémes sur les quatre opérations
fondamentales des fractions 4 termes entiers et positifs s'appli-
quent aux expressions fractionnaires dontles termes sont des frac-
tions.

Ezemple I. — On exprime le nombre 100 par une somme de nombres
fractionnaires ne contenant qu'une seule fois les neuf chiffres significatifs
par Végalite

100 — om - 53 6 1
= q7 = I,

97 8 i 2

Exemple 1. — Les fractions étagées. — C'est une suite de nombres
@y, @y, (y, .+ .., Epyy, qui sont disposés verticalement et séparés successive-

ment par (n 1) barres de fractions. Cette notation ne saurait étre em-

ttz-—p

fnr1 ap

Ap+1

o p+a

Ap+1

Les fractions élagées.

ployée en Arithmétique, sans l'adjonction de parcnthéses, car elle n’aurait
pas de sens précis. Mais il y a licu de déterminer lc nombre. des résultals
que Pon peut obtenir en laissant a ce symbole sa plus large signification.
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Désignons par (n-+1)le nombre des barres de fraction, par £,, le nombre
d’interprétations correspondantes; supposons que la fraction étagée de
{(n +1) barres se compose du quotient de deux autres contenant respecti-
vement p et (n — p) barres; le nombre des interprétations différentes est,
dans ce cas, ¢gal au produit de ¢, par ¢,_,. Par conséquent, si I'on sup-
pose p successivement égal 4 la suite des entiers o, 1,2, ..., n, on a la lei
de récurrence

bprt = ol L1 tpo1—F Eolpyes .. .== Epey by Lnty.
D’ailleurs, pour les premiéres valeurs de n,
ty=1, =1, 1y = 2, ty= 3, e
par conséquent, en se reportant & 'Ewxemple IV du n° 54, on en déduit

1 n

T
n-—gf "

Ly =

83. Les nombres inverses ou réciproques. — Deux nombres
fractionnaires sont dits (nverses ou réciproques, lorsque leur pro-

. . . T .
duit est 1. Ainsi a ct - sont des nombres inverses, pour toute va-

lear entiére de @, positive ou négative, el puisque la série des
nombres entiers est illimitée, 1l en est de méme de lasérie de leurs
inverses. On peut donc considérer des suites indéfinies de frac-
tions qui s’approchent de zéro autant qu’on veut, sans que ces
fractions soient constamment nulles. De 13, la notion d'infini-
ment petit qui se déduit de celle du nomébre infini, de méme
que la division est Pinverse de la muliiplication.

Les Tables des nombres inverses, ou réciproques, sont trés uliles
pour la simplification des calculs; la Table la plus étendue, celle de
Ouxes, publiée 4 Londres en (865, donne les premitres décimales
des 1nverses des nombres enliers jusqu’a 100000; au moyen de
Tables proportionnelles, on peut encore obtenir facilement les sept.
premiéres décimales des inverses de tous les entiers jusqu’a
10000000. L’emploi simultané de cetle Table et d’un procédé ra-
pide de multiplication; comme celui de la Table des quarts de
carrés, permel de remplacer, dans les calculs approchés, la division
(@ :b) par la multiplication de a par 'inverse de & (n° 25).

84. Les fractions algébriques. — Les régles énoncées dans les
numéros précédents s’appliquent aux fractions algébriques. Par
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suite, les opérations algébriques de I'addition, de la soustraction et
de la multiplication, s’appliquent aux polynémes dans lesquels les
coclficients et les variables sont des nombres fractionnaires, po-
sitifs ou négatifs. Il en est de méme des théorémes sur la divisi-
bilité par (x — @), et sur I'identité des polynémes (n* 72 et 73).

Division des monémes. — Régle des signes. — Régle des ex-
posants.
Exposant zéro. — Exposants entiers négatifs. — Les théo-

rémes représentés par les trois formules

ab > af = qf+?,
art : a? — aPb-q,

(aP ) = aP?

s’appliquent & toutes les valeurs cntitres, positives, nulles ou né-
galives des exposants p el g.

Fremple I. — Si I'on ajoute terme & terme des fractions dont les déno-
minateurs ont le méme signe, on obtient une fraction intermédiaire, c’est-
a-dire comprise entre la plus petite et la plus grande d'entre elles. — Cas
de Pégalité des fractions.

Les anciens mathématiciens de I'Inde, de U'Egypte ct de la Gréce, ont
souvent employé le procédé dit de médiation, qui consiste a remplacer
deux fractions

¢ a
W et 59
a—+ ¢
b+ d
4 et d solent positifs. Ainsi, par exemple, les deux nombres

par leur médiante » comprise entre les deux premiéres, pourvn que

333
106°

22
— ¢t
-
/

donnés par ARCHIMEDE et par les géométres indiens, qui représentent par
excés et par défaut le rapport de la circonférence au diamétre, conduisent,

par le procédé de médiation, au rapport —13% donné par METIUS.

FEzemple II. — Vérifier la formule

a—b b—c¢ C—da ¢ a b .
. P e a—6  b—et o a)T®

en supposant & + & + ¢ = o.
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85. Les progressions harmoniques. — On dit que des nombres
forment une progression harmonigue lorsque leurs inverses sont
en progression arithmétique. Nous représenterons cette progres-
sion par

a, bye, ..., h, k, I, désignant des termes en progression arithmé-
tique de raison 7; d’ailleurs, nous supposerons, dans ce qui suil,
qu’il n’y a aucun dénominateur nul.

En particulier, les inverses des nombres entiers forment la
série harmonique

1 { 1
3’ 5: B IBJ

En partageant cette série en groupes renfermant successivement

I, 1,2 8. ..., " termes, on voit que chacun de ceux-ciest plus
H H 7 7 bl b ? q p

grand que le dernier de son groupe, et que la sommec des termes de

I
chaque groupe est plus grande que .. La somme des termes de

la série augmente indéfiniment ; la série est dite divergente.

Plus généralement, la somme des termes d’une progression har-
monique indéfinie est divergente. En effet, pour un terme quel-
congue, on a

en désignant par p 'entier plus grand que (n + i:), les termes

de la progression sont respectivement, & partir de ce terme, plus
petits que le quotient par r des termes

I 1 1

p o op+1 p+2

ki

de la série harmonique.
On ne connait pas de formule simple pour exprimer la somme
des termes d’une progression harmonique.

Ezxemple I. — On a l'identité

LD SR o 1
37 4 """ T an—1 an n41  Rm4z 2n

1
1— -+
2
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On la démontre immédiatement en retranchant des termes de rang pair
de la somme des 27 premiers termes de la série harmonique la somme
des n premiers termes de celle-ci ( GATALAN).

Eremple II. — On a l'identité suivante, due 4 DIRICHLET,

T N (] 1 L + I I I
2 4/ \3 6 8 an—I 4Rn—2 4n
1 I 1 I I 1

==l1—-t - ——— .
2( 2 3 4 20— ;!.n)

Cette formule se démontre immédialement, en réunissant chaque terme
positif dc la parenthése avec le terme négatif qui le suit. Ainsi

1 1 1 | T 1
2n—1 4rn—2 4n a\2n-—1 oan

86. Sommation des inverses des factorielles. — Si ’on pose

Hy= & 4 L 1 o o
: ab be od ki
ng —I— —+ —l— ‘-{“—I-‘“ -+ .. —-l—:
abe bed cde h&l
1 1 1 I

H,= _‘—abcd_k—“_bcde—kc_def + ...—-I—g‘—-*—kkzy

et s1'on part des égalités

r 1 I
@ " a b
ar [ I
abe  ab b’
3r I I

r.H2::

‘21‘.H3: b_-—la
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En particulier, si 'on considére la série harmonique, on a les
formules de Lersniz et de StirLing

1 t 1 I [ L
1.2—4—5.—34—-3.—44—47-0—...+r—l(—n~—+—1—):|«~n+1,

I 1 1 1]t [

123 234 A )(n+a) :-;[E_(n+1)(n+z)_l’
S Y .
1.2.3.4 n(r—+1)(rn—+2)(n-+3) L2 (r+U)(n+2)(n+3)

On peut, d'ailleurs, vérifier a posteriori la formule suivante,

qui les renferme toutes :

=n
2 X 1 1 J
w(x+1)..(c+p) plp (n+iD...(n-rp)
xr=1
Lorsque l'entier 7 augmente indéfiniment, cetle somme a pour
limite
T

prt

Lzemple I. — Si le premier terme d’une progression arithmétique est
@ =1, comme dans les progressions donnant naissance aux nombres poly-

gonaux (n® 36), on a

a+2ab+3abc—+ .. .+ (n—1)abe...k= %[abc okl —1],

l+i 3 n—1 1 1
ab " abe T abed T T abe i Al T @b

En particulier,

il 20! 3.3l pn.an!l=(n+1)! —1,
1+2+3+ N n . 1
2! 3D 4T (e (n-+1)!

Exemple Il. — Sil'on pose

€n I I I
"—"~I+'T+_—"+. <
n. I. 2. n.

on a les formules
Cny1 = (n -+ 1) e+ 1,

pr1=(n—+2}e,—nep4.
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Ezemple ITT. — Si deux progressions arithmétiques

a, b,c, ..., k1
2y By Yy eeey %y A,

ont la méme raison 7 et le méme nombre de termes, on a la formule

zféﬁy...)\

a+ab+ _'_abc...k_l a abe...l
a 'm U aBy..oxh o or )

1 . .
En mettant ~ en facteur, les fractions du premier membre ont, dans les
o

deux termes, le méme nombre de facteurs.

87. Triangle harmonique de Leibniz. — Si l'on pose
I
U, = "‘LJ

on a, avec les notations du calcul des différences,

1 i 1
Aup= ——— - =— ——
LR n n(n—=+1)

1 1 1.2

Atug = (n1(n+2) nn+1) nn+1)(n+a)

et, en général,

(—nrp!

APt = nn-+1).. (n+p)

Par conséquent, le Tableau des différences dg la fonction u,
représente les inverses des factorielles successives multipliées, dans
chaque colonne, par un méme nombre, ou encore les inverses des
termes du triangle de Pascar, divisés, dans chague colonne, par
un méme nombre; ce Tableau différe peu du Triangle harmo-
nigque de Lem~iz. En appliquant & ce Tableau deux des formules
fondamentales du calcul des différences (n® 75 et 76), on a ainsi

Pl _r_ G G (=
ARn-+1)...{n+p}) n n41 n—+ 2 n+p
1 I P plp—1) - (—1nep!

Rp n wn+1) nlrn+inin+z) R(n+0) .. (n+p)

Ces formules subsistent en remplagant le nombre entier n par
un nombre fractionnaire quelconque z.

CHAPITRE IX. — LES NOMBRES FRACTIONNAIRES. 155

Ezemple 1. — Si la progression arithmétique de raison r a (p 1)
termes, on trouve

opter G G =
abe ...l  a b c A
r 1 rAj rtA2 (——r')f"‘-\;ﬁ
17 a  ab Tabe T T abe.. 1’

en désignant respectivement par les lettres G et A les combinaisons et les
arrangements simples.

Exemple II. — La fractien

#(zx+2)(x+4).. . (& +2p—2)
(z+1)(z+3)x+b5)...(z+2p—1)

cst égale au développement de

T g 1.3 s .3.5 .
! C”a:—+-l+cf’(m+[)(a:+3) C‘”(a:+1)(:ia'+3)(ar—+-5)+ .

Exemple III. — La fraction

1.3.5...(2p—1)
(x+1)(x+3)...(x+2p~1)

est égale au développement de expression

— T z(x +2) v Z(zt2)(2+4) .

@41 P+ 0x—+3)  P+z+e+rs)

Exemple [V. — La fraction

2.4.6...(2p)
(x+2)x+53) .. (x+2p)

est égale au développement de

€ a x
1—Ch —— + G} . — G} —— = ...
Par4a Py Px16
Exemple V. — 5i n >> 2 est un entier pair, on a

n—i1 {(n—1)(n—3)
n—z2 (n—2)(n—4)

(n—1)...9.7.5 (n—1)...7.5.3
T Rn—=2)...8.64 “(R—2)...6.4.2

n=rI-+ ‘...

3
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et sl 7 est un enticr impair, on a

n—1 (n—1)rn—=13) (n—1)...6.4.2

i a— (n—2)(rn—4)  (rn—=2)...5.3.1
Exemple VI. — Quels que soient les nombres a, b, ¢, ..., %, I, on a
l'identité
1 a+1  (e+1)(b+1) (a+1){b+1)...(k 1)
"t Tk abe Heeet abe. . ki

(a+~1)(b+1...{I+1)
- abe.. .kl |

88. Les progressions géométriques. — Une progression géomé-

trique est une suite de nombres tels que chacun d’eux est égal au
précédent multiplié par un nombre constant g que 'on appelle
raison de la progression. Nous désignerons par

=abye, Bk

les n termes de la progression, par P et par S le produit et la
somme des termes. On a les propriétés suivantes :

I. Le quotient de deux termes de la progression est une puis-
sance de la raison dont exposant égale la différence des rangs des
deux termes,

IL. SiYon multiplie ou si I'on divise terme & terme deux pro-
gressions géomélriques, on oblient une progression géométrique
dont la raison égale le produit ou le quotient des raisons des pro-
gressions données.

1. Le produit de deux termes équidistants des extrémes égale
le produit des extrémes.

IV. Le carré du produit des termes d’une progression géomé-
trique égale le produit des extrémes élevé 4 une puissance dont
I'exposant est égal au nombre des termes.

On a done

ni{n—1)

= aqn—l’ P2— (al)n’ P = ang 2

89. Somme des termes d’une progression géométrique. — Pour
¢ =1,o0na8S=na,ectpourgi,

s_l4g—e
g——[

>
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ou encore
S=al L.
q — 1

Les puissances successives des nombres plus grands que 1 vont
en croissant et peuvent dépasser un nombre donné, quelque grand
qu’il soit.

Les puissances successives des nombres positifs plus petits que
1 vont en décroissant et peuvent devenir plus petites qu’un nombre
donné, sipett qu'il soit.

La progression est croissante ou décroissante selon que la rai-
son, supposée positive, est plus grande ou plus petite que 1. Elle
estalternée, lorsque la raison est un nombre négatif.

La somme des termes d’une progression géométrique indéfinic
dont la raison est un nombre plus petit que 1, en valcur absolue, a

pour limite
r

I—q.

Exemple I. — Un tonneau contient « litres de vin. On cn tire un litre
que T'on remplace par un litre d'eau; puis on tire un second litre du mé-
lange, que l'on remplace par un litre d'eau, et ainsi de soite. Quelle est la
quantité de vin que eontiendra le tonneau aprés n opérations?

Réponse

((,‘l — )

- a1t

Exemple II. — Une femme porte des ®ufs au marché, elle en vend 4 une
premiére personne la moiti¢, plus la moitié d'un ceuf; & une seconde per-
sonne, la moitié¢ de ce qui lui reste, plus la moitié d’un cuf. Aprés n opé-
rations de cc genre, elle a tout vendu. Combien la marchande avait-elle
d’ceufs en arrivant an marché?

A la derniére personne, la marchande a vendu un ceuf; a 'avant-derniére,
deux wufs; a4 la précédeute quatre, et ainsi en remontant. Elle en avait
donc en tout 2% —1.

Ezxemple INI.— Des joueurs en nombre n, et en ordre donné, conviennent
que le perdant doublera l'argent des (7 — 1) autres. Ils perdent chacun
une partie, dans 'ordre donné et, & la fin, is ont chacun la méme somme
a. Combien chacun avait-il au commencement?

Le probléme se résout en établissant la situation de chaque joueur aprés
la (n — 1) partie, puis aprés la (r — 2)“™ partie, et ainsi de suite, en re-
montant.
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On trouve
t--or—lp 1+ 27-%n 1+ n
@ By oa ey a+
an an an

Exemple IV. — Des joueurs en nombre n et en ordre donné jouent de
la maniére suivante. Le premier joue avec le deuxiéme et perd la g'=°® par-
tie de ce qu'il a, le deuxime joue avec le troisiéme et perd la g™™® partie
de ce qu'il posséde a ce moment, et ainsi de suite. Enfin le dernier joune
avee le premier et perd la g™ partie de ce qu'il posséde alors. A la fin
du jeu, les joueurs possédent la méme somme a; quelle somme chacun
d’eux avait-il au début du tournoi?

Exemple V. — Si I'on désigne par S, el S, la somme des n et des
(n—1) premiers termes d’'une progression géométrique de raison ¢, la
somme des produits deux a deux des n termes de la progression géomé-
trique a pour expression

gil SpSp 4

Ezemple V1. — On multiplie respectivement les n termes d’une progres-
sion arithmétique de raison r,

ta,bye, oo, Rk
ar les n premiers termes d'unc progression géométrique de raison
P prog q q

Ba, . e m Al

T
trouver la somme
an—+bB+4-cy+...+ch

Exemple VII. — Si I'on désigne par u, la somme des termes de rang
n de deux progressions géométriques, ayant pour raisons g et ¢, on ala
formule de récurrence

Upia={q + G lnr1— §7 Un-
Exemple VIII. -— L'expression
(14 +21+. . 4 ) — 20
est le produit des deux facteurs

1+ o 4 T2+ ..t
et
I+&+z2+...+ L

Exemple IY. — On &

) (142 + 2. (e =14 & + T2+ 23 27
\
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plus généralement, si l'on pose

Sfp=1-+aP+ a4, .4 zlp-lp,
on a l'identité

Sifao o fo=1+z+x2+23 . 2Pl

\ . 1
Ezemple X. — Lasomme de toutes les fractions de la forme ———
(p -+
a pour limite 1, lorsque l'on donne 4 p et ¢ toutes les valeurs entiéres et
positives ( GoLpsact). — En effet, il faut faire la somme des fractions
1 I 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
5! T3 -~ T3 v
e TM T A

PP, sas e v aam LR

Mais la limite de la somme des termes d’une ligne quelconque
T i T i est |
—? —? 2 7 ] raEE
propt PP (p—0)p’

la somme des termes du tableau a donc pourlimite (n° 86)

.__[._. - _:_. -+ T 4+ - I ‘ N
1.2 2.3 3.4 7 (P—l—)p ... =1.
90. Propriétés des polynémes ordonnés. — Nous allons dé-

montrer la proposition suivante : Ktant donné un polynime f(z),
ne renfermant pas de terme constant, on peut trouver un
nombre positif h tel que, pour toute valeur de x comprise entre
— het +h, la valeur de f(x) soit comprise entre — ket +k,
si k est un nombre positif donné, aussi petit qu'on voudra. —
En effet, soit

f(2)=aiT -+ ayxt+. . .+ ap&";

soit o la valeur absolue de z, R la valeur correspondante de f{x)
et A la plus grande des valeurs absolues des coeffictents du poly-
néme; on a évidemment

RZA(p+0¥+...+p")
ou
A(P ,_pn.+i))

Rz =55
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et @ fortiori, en supposant p < «,

A
R < l_—%;
d'ailleurs, de 'inégalité
Ao
i—p
on tire
k
I ey S

Sil'on désigne par/ le second membre de I'inégalité précédente,
on en déduit que le polynéme f( ) est toujours compris entre — £
et + k, lorsque lavaleur de « est comprise entre — £ et - .

On a encore la proposition suivante : Lorsgu’un polynidme est
ordonné sutvant les exposants croissants de x, on peut trouver
un nombre positif h tel que, pour toute valeur de = comprise
entre — et 4 h, le polynéme f(x) ait le signe de son premier
terme et en différe d’'aussi peu que Uon voudra, — En effet,
soit

S (&)= apaP+ QprxP 4., .+ azon

fe polyndéme donné; on a

S{z)

a,zh

:l—"'(?(m):

et 1l sutlit de déterminer /4 de telle sorte que ie polynéme o(z)
soit, en valeur absolue, plus petit qu’un nombre positif donné 4.

Les deux théorémes qui précédent s’appliquent pour les ex-
posants croissants; les deux qui suivenl, pour les exposants dé-
croissants : Lorsqu’un polynéme est ordonné suicant les ex-
posants décroissants, on peut trouver un nombre positif \ tel
que, pour toute valeur de x dont la valeur absolue surpasse 1,
le polyndme ait le signe de son premier terme. — Soit, en effet,

f(z‘) =ay Tt + a4, 4 an;
si 'on remplace  par =, ona

M:Hﬂ?(r}

Qg T
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©(y) désignant un polyndéme ordonué suivant les exposants
croissanis de y et n’ayant pas de terme constant. On peut donc
trouver un nombre positil & tel que pour toute valeur de 3 com-
prise entre -— & et - k&, la valeur absolue du polynéme soit plus
petite qu'un nombre positif donné &; parsuite, sil’on pose h=——A,
lorsque la valeur absolue de 2 est plus grande que 2, le rapport
du polynéme a son premier terme est compris entre (t—4F&) et
(14 h).

Alnsi, lorsque la valeur absolue de z devient plus grande qu’un
nombre aussi grand qu’on vent, le rapport du polyndme & son pre-
mier terme a pour limite 1. Plus généralement, lorsque x croit
au deld de toute limite, le rapport de deux polyndmes de méme
degré s'approche autant quon veut durapport des coefficients des
deux premiers termes.

Lorsgu’un polynéme est ordonné suivant les exposanls dé-
Croissants, on peut trouver un nombre positif u, tel que la valeur
absolue die polynime f(x) soit plus grande qiun nombre po-
sitef L, donné aussi grand qu’on voudra. — En effet, soit o la
valeur absolue de o, R la valcur absolue de f(x), et ry, ry. y T
les valeurs absolucs des coefficients de f{x). Puisque la valeur ab-
solue de la somme de deux nombres est plus grande que la diffé-
rence des valeurs absolues, on a, en considérant f{x) comme la
somme de son premier terme et de tous les aulres

Roze e (ripe-te . 5 ru;

si lon pose I > L, ¢'est-a-dire

Py 2l t i e L 4 L :) oo,
et sil'on désigne par 7 le plus grand des cocfiicients, tous positifs,
de la parenthése, Findgalité précédente seca vérilide si Von a

,~UPIL_,-(P.'f—1 . ‘:ur—z E____,:_p §*I>>(),

ou bien
-'f_,__I

rggft—yr'—— "o,

p—i

et a fortiori, cn supposant 9 =1,

. ’\
i —— > 0]
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il suffiv donc de prendre

r
R=1-+ -l"—o .

En particulier, si I'on suppose L = o, le nombre p est tel que
le polynéme ne peut s'annuler lorsque la valeur absolue de & sur-
passe u, et I’on dit que w est une limite supérieure des racines de
Iéquation f(z) = o.
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CHAPITRE X.

LE CALCUL DES PROBABILITES.

91. Probabilité et certitude. — La probabilité d’un événement
est le rapport du nombre des cas favorables au nombre total des
cas possibles, en supposant tous les cas également possibles et en
nombre limité. Ainsi, la probabilité est un nombre fraclionnaire
compris entre les limites o et 1, qui sont respectivement les sym-
boles de Vimpossibilité et de la certitude. Le compte des cas fa-
vorables et des cas possibles appartient 4 I'analyse combinatoire
qui suffit, en général, pour résoudre les premiers problémes qui
concernent les probabilités. Au moyen de quelques théorémes fon-
damentaux, ce calcul n’est plus qu'un Chapitre particulier de I'A-
rithmétique, ou de la Doctrine des nombres entiers, comme celui
de la Géométrie de situation.

Exemple I. — Un sac contient p boules blanches et ¢ boules noires;
quelle est la probabilité d'extraire, d'un seul coup, @ boules blanches ct &
boules noires?

La probabilité cherchée est le rapport du produit CfG5a Gath.

Exemple II. — La loterie. — Un sac contient p numéros et 'on en tire
g; quelle est la probabilité d’obtenir 7 numéros désignés a V'avance?

La probabilité cherchée est le rapport de G7_7 4 G7. -— Dans I'ancienne
loterie, on avait p = go et ¢ = 5; en faisant varier rde 1 a 3, la formule pré-
cédente donne la probabilité de 'extrait, de Vambe, du terne, du qua-
terne et du guine.

Exemple ITI. — On tire trois boules d'un jeu de » lotos; quelle est la
probabilité pour que I'un des nombres extraits soit égal a la somme ou &
la demi-somme des deux autres?

Dans les deux cas, on trouve

Pour npair..........oo ool 3
an—1
In—1)
E(T— %)

Pour n impair... ... ...
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Exemple IV. — Un sac renferme 5 boules blanches et n boules noires
et l'on suppose &3> n; on tire ces boules une & une et 'on demande la
probabilité que, 4 aucun moment du tirage, le nombre des boules noires
sorties n'aura dépassé celui des boules blanches.

Sil'on représente les boules blanches sorties par des pas verticaux | sur
un échiquier et celui des boules noires par des pas horizontaux —, la pro-
babilité cherchée sera, d’aprés la théorie de I’échiquier triangulaire de
DEeLAnNoy et du carré arithmétique de FERMAT (n> 53 et 54),

T fh—n -1
Fg b1
Exemple ¥V, — Un joueur a gagné n partics et en a perdu n; on de-

mande la probabilité que ses pertes n’ont jamais dépassé ses gains.
On a, comme ci-dessus, pour la probabilité cherchie, avec & = n,
T '
Fi T nia
Exemple VI.— Le scrutin de ballottage. — Deux candidats sont soumis
a un scrutin de ballottage; le premier, A, obtient a suffrages, est élu, et
Pautre, B, n'obticnt que & suffrages. On demande la probabilité pour que,
pendant le dépouillement da scrutin, les voix de I'élu A ne cessent pas une
seule fois de dépasser celles de =on concurrent?
Représentons les voix de I'élu A par des pas verticaux |, et celles du
candidat malheureax B par des pas horizontaux —: le nombre total des
maniéres dont peuvent se combiner les voix des deux candidats est égal

Fig. 63.

au nombre des marches de la tour pour se rendre sur la case de coordon-
nées (@, &) dans le carré arithmétique de FERMAT, c’est-a-dire & F2. Dantre
part, le nombre des dispositions du recensement des suffrages dans les-
quelles les voix de A surpassent toujours celles de B est égal au nombre
des maniéresdont latour peut se rendre de I'origine O ( fig. 65), & la case de
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coordonnées (@, b), sans sortir de I'échiquier triangulaire PXQ de Dg-
LANNoOY; la probabilité cherchée est donc

N A a—b

¥R T ol

Plus généralement, la probabilité pour que I'écart ne soit jamais infé-
rieur & un nombre donné ¢ est fournie par le rapport de T4 . a F&, ainsi
qu'on le voit en baissant de (¢ — 1) rangs la ligne PQ.

D’autres solutions de ce probléme ont été données par MM. J. BRrTRAND
et D. Anorg, dans les Compies rendus de ' Académie des Sciences
(t. GV, p. 369 et 436; Paris, 1887).

92. Probabilité composée. - Lorsqu’'un événement se com-
pose du concours de deux ou de plusieurs événements simples,
indépendants les uns des autres, la probabilité de I'événement
composé est le produit des probabilités des événements sumples.

Si un premier événement influe sur la probabilité d’un second,
Ja probabilité de I'événement composé est le produit de la proba-
bilité du premier parla probabilité réduite du second, c'est-d-dire
celle qu'il acquiert quand le premier est arrivé.

93. Probabilité totale. — Lorsque les cas favorables a I'arri-
vée d’un événement peuvent se présenter de plusieurs maniéres
qui s’excluent mutuellement, la probabilité de cet événement est
égale 4 la somme des probabilités que I'événement se présentera
de chacune de ces maniéres.

Ainsi, soit p; la probabilité de I'événement lorsque la cause ¢;
agit certainement et exclusivement, et g, la probabilité que cette
cause est en Jeu, la probabilité P del'événement est

P =EPIgrE PGt PG

Ezxemple I. — Quelle est la probabilité d’amener un as, an moins une
fois, en jetant deux dés?
Cette probabilité est

T 5 T 5 1 Tt
66 88786 36
Exemple II. — Quelle est la probabilité qu'un joueur améne un bre-
lan i la bouillotte?
On trouve
20 3 =2 i
20 19 18 % 57
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Exemple [1l. — Probabilité pour obtenir un as, une seule fois, en je-
tant quatre ou cing dés.
On trouve
500 4651
_ et - .
1296 7770

Eremple I'V.— Quelle est la probabilité d’obtenir le point 7 avec deux
dés, avant qu’aucun autre point s¢ produise deux fois ?
On trouve
=303
13800

Exemple V. — On jettc en 'air cing piéces de monnaie; la probabilité
pour qu’elles montrent trois piles et deux faces est égale 4 e

Ezemple V1. — Dans une loterie de 4oooo billets, il y a trois lots; on
prend 8ooo billets, Quelles sont les probabilités d’obtenir un lot ou de les
gagner tous les trois?

On trouve respectivement

61 1
- et —
125 125
Exemple VII. — Une urne contient 10 boules blanches, 10 bhoules

bleues ct 10 boules rouges; on en prend troisau hasard. Quelle est la proba-
bilité d’amener une boule de chaque couleur?

On trouve
100

Exemple VIII. — En combien de coups peut-on parier, avec chance
égale, que I'on aménera trois as deux fois, en jetant trois dés?

Il faut 361 coups.

Exemple IY.— En combien de coups, avec un seul dé, peut-on parier,
avec chance égale, de voir les six faces?

En 13 coups.

Ezemple X. — En combien de coups, avec deux dés, peut-on parier,
avec chance ¢gale, d’amener tous les doublets?

En 79 coups.

La plupart des exercices précédents sont emprunteés a MOIVRE.

94. Théordme de Bayes. — Désignons par py, ps, p3, ... les
probabilités que des causes ¢, ¢2, ¢35 ..., qui s'excluent mutuel-
lement, donnent respectivement a un événement, et par ¢, 7,
g3, --- les probabilités respectives de ces causes. Supposons que
I'événement considéré ait été observé dans une épreuve, la proba-
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bilité m; que I'arrivée de Iévénement est due a la cause ¢; est
donnée par la formule

S 1 /S
[)]91—7—}72(12—1‘...
Exemple I. — Une urne contient &; boules blanches et », boules

noires; une deuxiéme urne contient &, boules blanches et n, boules
noires, ...; une ™ urng contient &, boules blanches et n,boules noires.
En tivant de ccs » urnes une boule, celle-ci se trouve blanche. Quelle cst
la probabilité que cette boule est sortic de 'urne de rang ¢?

On trouve, par l'application du théoréme de Bavus, pour numérateur ¢t
pour dénominateur de @,

on a done

Exemple II. — Une urne contient cingq boules, les unes sont blanches,
les autres sont noires, mais on ignore en quelle proportion. On tire six
boules, en remettant aprés chaque tirage la boule sortie, et il ne sort que
des boules hlanches, Quelle est la probabilité pour que 'urne ne conticnne
que des boules blanches?

Supposons d’abord que toutes les combinaisons possibles des cing boules,
les unes blanches, les autres noires, aient été préparées dans des urnes
d’apparence identique et que le hasard ait décidé Je choix de 'une d'elles.
Alors les probabilités ¢4, g4, ... sont égales entre elles, et I'application du
théoréme de Baves donne, pour la probabilité cherchée,

56

T e i e
Mais si Pon a composé lurne, en tirant au sort, par le jeu de pile oun
face, la couleur de chaque boule, les probabilités g4, ga, ..., seront pro-
portionnelles aux nombres 5, 10, 10, 5, 1, ¢t la probabilité cherchée serait
58

315+ 10,28+ 10.38 5. 48 +1.58

Exemple III. — Une urne contient & boules, noires ou blanches, dont
on a tiré la couleur a pile ou face, avant de les introduire dans 'urne. En
faisant y tirages dans l'urne ainsi composée, on ohtient & boules blanches
et n boules noires. Quelle est la composition la plus probable de 'urne?

On trouve

&+ 21 N
— -~ noires.

+

a—+am

-+

blanches et

LN ]
LN
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95. Théoréme de Jacques Bernoulli. — Soit p la probabilité
d’un événement et @ le nombre de fois qu’il se présente dans une
suite de s épreuves; soit P la probabilité que la différence entre p
et (@ @ s) soit inférieure, en valeur absolue, d e. On peut toujours
prendre s assez grand pour que P différe aussi pea qu’on voudra
de 'unité.

Lorsque la probabilité d'un événement est variable d’une
épreuve & I'autre, le théoréme de Bernourrr n’est plus applicable.
La généralisation proposée par Poisson, sous le nom de lof des
grands nombres, manque non seulement de rigueur, mais aussi

5
de précision.

96. De Vespérance mathématique. — Lorsqu’un événement en-
core douteux doit amener un certain bénéfice, on appelle espé-
rance malhématique, le produit de ce bénéfice par la probabilité
de I'obtenir. Lorsque la somme espérée est connue, la recherche
de la probabilité et celle de I'espérance mathématique forment un
méme probléme. Mais, si des événements ayant pour probabilités
respeclives py, py, p3, ... donnent droil anx sommes respectives
$i, $2, 83, +. ., 'espérance mathématique est

P1S1+H pPaSat+ pysa—t....

Aipst, Vespérance mathématique est connue lorsque I'on a cal-
5 i q

culé les probabilités respectives des divers cas posstbles; mais,
parfois, il est plus simple de calculer directement 'espérance.

Ezxemple I.— Pierre et Paul jouent au jeu de renconires. Un sac con-
lient u boules numérotées de 1 4 p; Paul tire successivement les 2 boules
et s'engage & donner a Pierre 1™ chaque fois qu'un numéro sortira a son
rang. Quelle est I'espérance mathématique de Pierre?

. . - ,
I’espérance est pour chaque tirage — .1", et pour les ; tirages, elle est
7

égale 4 1™. Nous calculerons plus loin, au Chapitre XII, la probabilité du
jeu des rencontres {n° 123).

Exemple II. — Pierre a trois pidces et Paul ca a deux; ils convien-
nent que chacun jettera ses piéces en I'air et que celui qui obtiendra le
plus grand nombre de faces prendra les cing piéces. Le jeu est-il équitable?

Pierre a pour probabilité de gagner

3

1 1
g'O—F g'i -+

16
B QY

32

+

acl Lo
p N V)
[e R
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et pour probabilité de faire partic nulle,

I o
- 0ou -
4 3w’

!
1
ol wo

_[_".

Qi -
Lo | =
o’ R
ESNN

son ¢spérance mathématique est donc, en supposant les pi¢ees de cing francs,

16 . 10 i)
L il I I ou — - 110;
32 32 32 ’

Pespérance mathématique de Paul est

<
-1

ot 10 .
2re - A0,y O o= s 00
3 3

le Jeu o'est pas équitable et favorise Pierre.

Exemple III. — Pierre et Paul jouent anx conditions suivaates. On jette
deux dés sur le tapis; lorsqu’on améne un point au-dessous de 10, Paul
donnc & Pierre autant de francs que I'on a amené de points; dans le cas
contraire, Pierre donne a Paul une somme fixe z qu'il s’agit de déterminer
de telle sorte que le jeu soit équitable, c’est-i-dire que les espérances ma-
thématiques des deux joucurs soient égales?

L’espérance mathématique de Pierre est

1 2 1 3 G 3 4 188
‘1.'_7,—:3';-— —0—":"‘,'4"5':.ﬂ'(“ s i T By () - ) -
36 TR (IO T T TR A TR N TR
celle de Paul est
f 3 2 [N 6
LA rim i S
(\ao N T L v
Par conséquent
_ 188
Exemple I'V. — Un sac contient @ boules blanches et {n—a) boules

noires. Un joucur tire les boules, une i une, jusqu’a ce quil aménc p boules
blanches, et regoit 1™ par boule blanche tirée. Quelle est son espérance
mathématique?
A b . - il .
SiT'on remet la boule dans le sae, aprés chaque tirage, 'espérance ma-
thématique dn joueur est égale a

P
mais, lorsqu’on ne remet pas dans le sac les boules ticées, I'espérance ma-
thématique a pour expression

n—+—1

&1
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97. Des jeux de hasard. — On appelle ainsi les jeux, tels que
le jeu de dés ou le jeu de lotos, dans lesquels la perte ou le gain
ne dépendent ni de I'adresse, ni du calcul, nt d’aucune qualité in-
hérente aux joueurs, ni méme de circonstances connues d’eux,
mais seulement de causes dont ils ne pcuvent nullement calculer
les effets.

Pour qu’un jeu soit équitable, il faut que espérance mathéma-
tique de chaque joucur soit égale a sa mise qui, livrée aa jeu, ne
lui appartient plus. |

Orcdinaireinent, la somme éventuelle attendue par chaque joueur
est la mise totale des joueurs; dans ce cas, la’ mise de chaque
joueur doit étre proportionnelle & la chance qu'il a de gagner.

98. Sur leffet des jeux de hasard. Ruine des joueurs. —
Si deux joueurs A et B possédent respectivement @ et b francs el
jouent ensemble & un jeu équitable, le plus riche des deux joueurs
ruinera probablement I'antre, car leurs probabilités de se ruiner
I'un I'autre sont respectivement

a 3
L —— e .
a— b - b

Si le joueur B représente le public, & est plus grand que toul
nombre donné, @, st grand qu'i) soit; alors la ruine d’un joueur
quelcongue A est certaine.

Le seul cas dans lequel Ja ruinc ne soit pas cerlaine est celui ot
le jeu n'est pas équitable. L’avantage, quelque petit qu’il soit, fait
disparaitre la certitude de ruine : c’est le cas du banquier dans les
jeux publics. Un avantage est, pour lui, juste el nécessaire; mais 1l
importe de ne pas I'exagérer.

Ezemple I. — Un joueur expose & un jeu de hasard la n*me partie de sa
fortune ct rencuvelle 'épreuve indétiniment, Quelle est la probabilité pour
qu'il se ruine et que la (2 -+~ )™ partie jouée lui enléve son dernier écu?

Désignons par = le nombre des parties perdues par le joueur et par y
celui des parties gagnées; d'aprés les données du probléme, x et y doivent
vérifier les conditions

Ty = A+ p,
en posant
r—y=n,
et, pour abréger, .
prn=A.
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Pour que le joueur soit ruiné aprés la (A - @)™ partie, et pas avant,
il faut et il suffit :

1° Que, pendant le cours des (A -z —1) premicres parties, ses pertes
n’aient jamais dépassé ses gains de plus de (7 —1);

2° Qu'aprés les (A + @ —1) premiéres parties, excés de ses pertes sur
ses gains soit égal 4 (n —1);

30 Qu'il perde la (* - w)“e partic.

Soient @, m,, ™y les probabilités corvespondantes, et Il la probabilite

composée; on a
Il — o, m,9;.

En se reportant aux notations des échiquiers arithmétiques (n°53 ¢t 53),
et en représentant par ¥ et — les gains et les pertes, on a

_ Pj\;, 1 o F'l;ﬁl [,
Wy = Wy — = 3 Wy = ~,
. ko gk e 1 0
par suite,
. P, oo —1)t
e urr e S
okl phtlt Alw!
Cette question de la durée du jewa été traitée autrement par Huveess,

MorvRE. LipLack, LAGRANGE, AMPERE et, tout récemment, par M. J. Ber-
TRAND ( Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, L. GV, p. 437, 1887).

Exemple I1. — Picrre et Paul jouent 4 nu jeu de hasard, Ta probahilité
de gagner chaque partie étant p pour Pierre et g pour Paul. Les enjeux
de Pierre et de Paul sont respectivement @ et & francs, et leurs fortunes
sont ni et n1. Quel est le nombre probable des parties qui scronl joudes
avant la ruine de I'un des joucurs, en supposant le jeu équitable?

C'est I'entier du quotient de mn par a@b. — Si le jeun n'est pas équitable,
et si I'on désigne par @ la probabilité calculée pour que Pierre finisse par
ruiner Paul, le nombre des parties est I'entier de

(m——n\w—n

- .

ﬁgpb - fqa_

Exemple I11. — Pierre et Paul joucnt I'un contre 'autre avee des pro-
babilités égales. Ils possédent chacun n francs avant d'entrer au jeus; a
chaque partie, le perdant donne 1 franc au gagnant, et le jeu ne cesse que
lorsqu’un des joucurs est rainé. Quelle est la probabilité I pour que le jeu
se termine a la fin de la p'*™ partie?

Pour que 1'un des joueurs soit ruiné aprés celte M partic, et pas avant,
il faut et il suffit :

1° Que, pendant le cours des (2 —1) premiéres parties, I'dcart entre les
pertes et les gains de chaque joueur n’ait jamais dépassé (n—1);

2° Qu'aprés les (u —1) premiéres parties, I'excés des pertes sur les gains
de I'un des joueurs soit égal & (n —1);
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3" Que la derni¢re partie soit perdue par le joueur qui ne posséde plus
que 1™,

Soientwm,, @, wy les probabilités correspondantes, et I 1a probabilité cher-
¢hée. Nous remarquerons d'abord que, pour la possibilité¢ du probléme, il
faut supposer u el n de méme parité. Soit done

() % o, L— = 2h]
on a

“h

Ca I

Ty = 2 eb Wy == -
il 2

Il nous reste & déterminer la valeur de m;. Désignons par @ ct ¥ les nom-
bres des parties pecdues ct gagnées par 'un des joueurs; représentons les
pertes par des pas verticaux |, sur un échiquier et les gains par des pas
horizontaux —. Le nombre des dispositions des z ct des ¥, telles que Fé-
cart entre les gains et Ies pertes, ne dépasse pas (7~ 1), est égal au nombre
des marches d'une Lour, par pas successifs, de l'origine A la case (z, ¥),
sur échiquier hexagonal (n° 36), dans lequel on suppose

it =0 = (n-—1).

Alnsi @y est le rapport de H} & FL: mais, pour la case (>, yydont les
coordonnées vérifient les relations

.I-‘—‘y:zl. -1, r——y=n-—1,

doltlr—x--1et y=1%, ona

: ) ] Jn (»h+1)n
HY - 2> 2% Ch" (= 1)h R Ci.—/m
T x L (=n) %+ An P
ou ecneore
WS = 200k —50hy e (ak 1) G
£ 1 #* * A 3 . —y, L)

en désignant par An le plus grand multiple de n contenu dans A. Par
suite, an a

n
e

[o2bl

[Ch—3Ce (= — nexn.

Lxemple IV. — A et B jouent I'un contre Pautre avee des probabilités
P €L g; ils possédent respectivement a et & francs avant d’entrer au jeu.
A chaque partie, le perdant donne un frane au gagnant et le jen ne cesse
que lorsque I'un des deux joueurs est ruiné. On demande la probabilité I
pour que le jeu se termine juste a la fin d’une partic de rang assigné.
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Soit 2 le rang assigné a la partie finale. En désignant par Iy et Tl les

robabilités respectives que A ou B seront ruinés aprés la pi*m® parptie. e
P I q l R | ;

pas avant, on aura
M= 1l + .

En raisonnant comme i 'exemple précédent, on a

HY, .
My = -F—"‘_"— Lo pr=tgy Foyly < p = pigy U, .
w1
St Pon pose
b—a=2r, M- — s, = = d,

on a

. 2hd —a a0 (0B 0Nd =D
= prgr 3| A e = B O P |

on bien

shed —a 4., T B A
TN :“:P\.(/J.E:Ii r=hed-y VAN T _‘{Jhlzlr[ =1 1.

v focd THTI rld D ’

pour toutes les valeurs de /4,

.
L B I T
: ? ’ ([

Lremple V. — A joue contre B; a chaque partie, les probahilités qu'ils

ont respectivement de gagner sont p et ¢, en sorte que p - g =1, et le
perdant donne un franc au gagnant. En entrant au jeu, les joueurs posse-
dent respectivement a et & francs. On demande la probabilité que A rui-
nera B avant le coup de rang .

On trouve, par Uéchigquier hexagonal {n® 56),

Il = phE(pg i+ I]g)\w"' 1,

en faisant vavier A de 0 3 3(p— ) —1. On voit facilement que sl

X varie de o & oa—n, II posséde x terme:
» ‘. A » 2 termes;
» a--b i 20— -0, » 3 »
» a0 - b vg—1-—90, » 4 »

L T T LI L T T T T T T T

Dans son Traite du Caleul des Probabilités (p. 81), M. Lavrext donne
une solution pour le cas oll @ et & vérifient la relation

b= ga -+ pa-1.

Exemple VI. — Carré arithmétique de DgLanvor. — De combicn de
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maniéres la reine du jeu des échecs peut-elle se rendre da coin de 1'échi-
quier, de coordonnées (0, 0), sur unc case¢ de coordonnées (&, y), en se
déplacant par pas consécutifs dans les trois sens : 1° —» horizontal; 2° J ver-
tical; 3° ~u diagonal descendant?

On construit un carré arithmétique, dont la premiére ligne et la premiére
colonne sont formées de 1, par la loi suivante ( fig.G6).

Pas de la reine.

Tout nombre situé sur une case DD de I'échiquier, supposé indéfini, est
feal d la somme des trois nombres placés dans les cases voisines A, B, C.
O trouve ainsi, pour les premiéres rangées ( fig. 67),

Fig. 65
P —- - _}’
[ S| 1 i 1 1
13 A 7 0 11 13
1 5 13 95 41 61 85

P07 23 63 129 231 i
t 9 40 129 321 681 1289
11 Gr 231 681 1683 3633
£ 13 83 377 1289 3633 898y

§ oo

Carré arithmétique de Delannoy.

Par les procédés de caleul de PArithmétique de position que nous avons
déja employés, on démontre facilement les propositions suivantes:

1° Un terme quelconque du Tableau est égal au double de la somme de
ceux quisont au-dessus de lui dans la eolonne précédente, angmenté du
terme qui le précéde dans la méme ligne. Ainsi

681 = 2(1— 7 + 25+ 63 +129) = 231.

2" Les sommes des termes pris dans une paralléle 4 la diagonale ascen-
dante . sont respectivement

1, 2, J, 12, 29, 70, ...

’
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et forment une suite récurrente donnée par la loi de formation
Upty = 2lpgy -t Up.

3° Les sommes alternées dans les mémes paralléles a la diagonale ascen-
dante sont périodiques, et la période est formée des termes

-1, 0, —I, 0, --I, oO.

Enfin toutes les propriétés du carré arithmétique dc FERMAT qui donnent
les principales formules du calcul des sommes et des différences (n° 73
4 78) peuvent étre étendues & ce carré arithmélique.

Il nc scmble pas que Pon puisse ramencr 'expression d'un terme quel-
conque P 4 un mondme ou méme & un bindme; mais on peut exprimer
ce nombre, en fonction des termes du triangle arithmétique, de la maniére
suivante. Chaque pas diagonal équivaut a I'ensemble d’un pas horizontal et
d’un pas vertical; si, pour aller de Porigine ® 4 une casc de coordonnéces
(x, »), on a fait z pas diagonaux, le nombre des pas verticaux est (z — 3)
et celui des pas horizontaux est (¥ --3); par conséquent, le nombre des
solutions qui correspond & cette marche est égal au nombre des permuta-
tions avee répétition de (& — 3) pas verticaux |, de (3 - 5) pas horizon-

taux —, et de 5 pas obliques, ~u, ¢’est-a-dire

(& =-v-—3)!
(r— ) (y--33l5!

Le nombre cherché, en supposant y - &, peut donc s'éerire
:,',',:f
. 21 .
L) ot ) .
"I)x = C) A y—3t
7.0

aon pCU[ cncore éerire

Le carré arithmétique de DeranNoy correspond au carré arithmétique
de FERMAT; on peut encore considérer les échiquiers triangulaire, penta-
gonal, hexagonal, que I'on déduit de ce carré arithmétique. En désignant
par des lettres grecques majuscules corvespondantes les éléments de ces
¢chiquiers qui correspondent aux pas successifs de la reine dontles dépla-
cements seraient limités par une ou par deux paralléles & la diagonale des-
cendante, on trouve, comme aux n 5£-56,

S=Y

: ¥ 1 r—y+1
oL = al — eyl =Yy T

C‘j C).l‘-i»]'—:. y
y ¥ y+0
I, = & — ®2 0,

Y dY Y¥—a r—h y—a—
E‘x - q".r - q].z:+u - l‘l:'.'z+{) - CI’.,1'+a+b e
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En particulier, dans P'échiquier pentagonal, pour les termes de la trans-

versale situ¢e au-dessous des ziros,on a

y=r-—b—1

et, par suite,

. b .
o= - P
Yo l— &
Exemple VII. — Deux joueurs d’échecs marquent, au fur et & mesure,

les parties qu'ils gagnent et celles qu'ils perdent; de plus, & chaque partie
nulle, chacun des joueurs marque une partie gagnée et une partie perdue.
Aprés avoir marqué ainsi chacun 27 parties, ils n’ont ni gain ni perte. On
demande la probabilité qu'ils auront joué 2n parties effectives, ¢'est-a-dire
qu’il 0’y aura pas eu de partie nulle,

St I'on désigne les parties de Uun des joucurs par des pas horizontaux,
diagonaux, verticaux. suivant que la partie a été gagnée, nulle ou perdue.
la considération de Uéchiquier @ montre que la probabilité eherchée est le
quotient de F% par &2,
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CHAPITRE XI.

LA DIVISION ALGEBRIQUE.

99. Division des polynomes ordonnés suivant les exposants
décroissants.
revient i trouver deux autres polyndmes Q et R, de telle sorte que

Diviser un polynéme f(x) par un polynome g(z)

I'on ait 'identité

Sx)=Qglx)+ R,
le degré de g(z) étant au plus égal a celui de f(x), et le degré
de R étant plus petit que celui de g(z).

Cette transformation n’est possible que d’une seule manicre,
en supposant les deux polyndmes ordonnés suivant les cxposants
décroissants de z.

Opération de la division algébrique.

100. Division d'un polynéme par (¢ — a). — Nous avons appris a
calculer le quotient aux n 71 et 72,

fu -1 "*”fl ‘I-rzfz__w._fg Lt S S —1

les cocfficients fu, fi, fay -y fu_1 se calculent successivement
au moyen du précédent, et le reste de la division de f{x) par

(z—a) est f(a).

Exemple I — Division de f(x) par (& =—1). — Reste de la division d’un
nombre entier par g et par 11 dans le systéme décimal, et plus générale-
ment par (4 =-1) dans le systéme de numération de base b,

Exeéemple [l. — Division de¢ (#m= am) par (x 7= a). — Quatre cas.

Ezemple ITI. — Division de f(#) par (bx — a). — Calculs du reste et
du quotient.

Ezemple IV. — Reste de la division de f(«) par (@7 - a). — Reste de
la division d’un nombre entier par g9, par ggy, ... et par 101, par

1oor, ... dans le systéme décimal, et plus généralement par (42 21) d’un
nombre écrit dans lé systéme de numération de base .
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Exemple V. — Division de (" — a®} par {#" — af). — Le reste est
aPi(xr-—ar),

en désignant par ¢ et par 7 le quotient et le reste de ladivision de n par p.

Fremple VI. — Division d’un nombre entier par 1g. — On applique la
régle de la division de f(x) par (x — ¢}, pour x = 10. Ainsi, on a tout de
suite

1ot —1

9 =5,12.6.3.11.15.17.18,9.14.7.13.16.8.4.2. 1;

chaque chiffre est la moitié du précédent, ou la moitié du précédent avg-
menté de 10, si la division antérieure donne pour reste 1; c’est ce dernier
cas que nous avons indiqué par un petit chiffre r placé au-dessus et & gauche.
On opére de méme pour # =100, £ = 1000, ..., en calculant par groupes
de deux, trois, ... chiffres; ainsi

10198 — N , . 5
o = 50.25.112.56.28.14.07.03. 131,175,187 .193. 196.9% . . ,
101998 — 1 _ ) .
= 500.250.125.1062.531.1265.1632.816,j08.205.102. .. ;
1999

on connail de méme des procédés rapides pour la division par 2g. 3y,
4y, +« -5 par 299, 399, 499, ... ; etc.
Ezemple VII. — L’expression
Foo==pltu+l __g2n__ |

est tonjours divisible par g et le quotient est un nombre triangulaire.
En effet, on a

k a(a+1) 1"—'
- = — et a == 2 = .
9 2 P —t

101. Division d’un polynéme par un produit de binémes. — Si
I'on désigne par A(z) et B(z) les quotients, que I'on sait former,
dans la division de f(x) par (x — «) et par (z — &), et si 'on
désigne par o= f(a) et B = f(b) les restes des deux divisions,
on a

donc, par soustraction, en supposant a2 b,

Flx)y _ A(x)—B(x) 1 x(a—ﬁ)—!—aﬁ—ba_
(x —a)(x —b) a—& Y (z—a)(z—b)
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De méme, connaissant les quotients et les restes des divisions
de f(x) par (x —a)(x— b), et par (x — a)(x — ¢), en suppo-
sant @, &, ¢ inégaux deux a deux, on calculera le quotient et le
reste de la division de f{x) parle produit (r —a) (z — b) (z — ¢},
en faisant la différence

Flr fi

(x—a)yx—b) (r—a)(r ey

et en divisant par (b — ¢). Ces calculs seront généralisés dans la
théorie de I'interpolation et dans celle de la décomposition des

fractions rationnelles.

Exemple I. — Lorsqu'un polyndme entier est divisible par (z — a)%,
par (z — b33, par (z —¢)V, ..., en désignant par @, &, ¢, ... des nombres
inégaux denx a deux, il est divisible par le produit

(r—a)iz—0)(x--c)v....

FEremple II. —’Si un polyndme entier en o, ¥, 5 est séparément divi-
sible par les binames (x — ), (y — 3), (2 — ), il est divisible par leur
produit,

Exemple 1II. — Démontrer qu'un polyndime entier ot symétrique en
x et y, divisible par (z — y), est divisible par ( — y)2. Généraliser pour
un polyndme a trois variables.

Exemple I'V. — Pour que
M-y (X 4=y + T
soit divisible par le produit
(¥ -3)5 o) (x+y)
il faut et il suffit que 72 soit impair. — Former le quotient.
Exemple V. — Démontrer que

yPeT+ PxT+ Pyl yI3P — 3Tl — xTy?
et que

.I‘P_yq,z"—q—vyP 3Tx"+ aPxly” — xPyra? —yParx? — aPTT YT
sont divisibles par le produit

(y—s)(s—z)(x—y)



180 LIVRE Il. — LES NOMBRES RATIONNELS.

Exemple VI. — Décomposer en facteurs les expressions

(¥ =3P +(s = 2p(z =y,
L3y —3)+ 8z — z)+ 33 (v —y),

e — )4 r —3) 5 (y —x) -+ xys(ays — ).
ffremple VI[. — Démontrer que

tr+y-3 )21+1 — 2+ _}'EIL+1 — 204

est divisible par
(#+y 53— rP— y3— g3,

102. Expression d’un polynome de degré n comme somme alge-
brigue de polynémes. — Si I'on désigne par S(x) an polyndme
de degré n, et par

?!L('T)a ?.‘171(1'), " eey f?[(.’l?), ol

une suite de polynomes donnés dont les degrés reproduisent la
série compléle des n premiers nombres entiers, le polyndme
S () peut étre transformé en une somme de ces polynémes multi-
pliés respectivement par des coefficients indépendants de x. En
d’autres termes, on a 'identité

Jxr= Q- )‘1'{‘1;——1 + Ay Qn—2t...+ )\”’{)0,

dans laquelle les quantités Xg, Ay, ks, ..., A, sont des constantes,
dont la premiére n’est jamais nulle.

Pour effectuer cette transformation, on divise f(z) par - REIE
on obtient pour quotient X, et I'on divise le reste par ¢,y (2), ce
qui donne 2., el ainsi de suite. D’ailleurs, cette transformation,
toujours possible, n’est possible que d’une seule maniére pour une
suite compléte donnée des polynémes o(z). Lorsque ces poly-
némes représentent les puissances de x,

Thy ZrTl oprmio L 22, om, g,
les constanles } sont précisément égales aux coefficients de J(x).

Ezemple I. — Convertir, dans un systéme de base donnée, un nombre
écrit dans le systéme décimal.

Voici un moyen assez rapide indiqué par LEGENDRE dans la Théorie des
rombres, pour exprimer un nombre du systéme décimal en caractéres bi-
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naires. Soit, par exemple, le nombre 11183 445; en le divisant par 6,
on trouve le reste 21 et le quotient 174741. Ce dernier nombre divisé
par 64 donne le reste 21 et le quotient 2730. Enfin 2730 divisé par 6]
donne le reste 42 et le quotient 42. Mais 21 et {2 s'expriment dans le
systéme binaire par

or1ofor et 101010;

done le nombre proposé s’éerit dans la numération binaire

101010 101010 OI0IOL OI010T.

Eremple 1. — Quels que soient les a nowbres a, b, ¢, ..., I, on a
Videntité
(— 1) (_r ) (r — b) ',,'('T — 7
ab ... {
x r{r— a) x-S — )
S e Tl R § (e iAo
a ab ’ ab ... k!l

103. Division des polynémes ordonnés suivant les exposants
croissants. — Diviser un polyndme

Jry=ay- wyoxr— aya?+. ..
par un polyndme

glxy= by byor -+ bya*-

revient & trouver, pour les valeurs successives, entiéres et posi-
tives de p, des polyn(‘)mes Qp(x) de degré p, de telle sorte que

(1) S(x)=Qu(x) giz)+ ar 1R, (x),

Rp(x) désignant un polyndme ordonné suivant les exposants po-
sitifs el croissants.

[identité n’est possible que d’une seule maniére, pour une
valeur déterminée de p; en d’autres termes, si Q et Q' désignent
des polyndmes de degrés p, R et R’ des polyndmes entiers, les
égalités

Sir)y=Qg(z) + PR,
Slx)=Qgx) ~xr 1R

entrainent I'identité de Q@ et de (), et celle de R et de R'.
De I'identité (1), on déduit

L) ey 5o goe BED
&(x) o &(x)
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qui conduit au développement d'une fraction rationnelle suivant
les exposants croissants de la variable x.

On peul donc développer une fraction rationnelle sous la
Jorme d’un polyndme entier de degré p augmenté d’'un terme
complémentaire, égal au produait de x7*! par une fraction ration-
nelle qui reste finie pour # — o; le développement n’est possible
que d’une seule mamére. Lorsque g{x) est divisible par z%, on
met z *en facleur.

On peut aussi développer une fraction rationnelle suivant les
exposants décroissants. Soient

Sl = aprme-aypm=to o,
gy = byen o hyri=t 4o 0 —a,:

sil'on pose x = y~', ona

fir)

R T  E d
)

o

byt byy - o by

On développe la fraction rationnelle en ) suivant les exposants
croissants, el I'on remplace ensuite 3 par ', La décomposition
west possible que d’une seule manicre.

Fremple 1. — 81 f(ir) est un polyndme ordannd suivant les exposants
croissants de z
fley— -+ ar- bz ecxd - ..,
les coeflicients dn quotient de fiz) par (1- - @) sont successivement
I, 1-=-a, 1ia+b, 1+a--b- ¢
La wéthode de division par g =(10 — 1) dans le systéme décimal, que

nous avans indiquée au w° 27 (K. V), est un cas particulier de ce tésultat.
On déduit les développements

1
. ;—r—_:l—e-m~;~aﬂ?+x37;fﬁ~"+..A——eH,
' ~ r
— = IA4-20 + 3t 4t — -+ R,
(r— )t
] 5 I
(o —-F-—l+3x-‘r~6x-+|ox3~:— = RY,
b —x

Le Tableau des coefficients reproduit, au signe prés, le triangle de Pas-
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caL, pour les indices négatifs; on en déduit que la formule du binéme de
NEWTON s’applique aux exposants entiers et négatifs, en tenant compte
d’un terme complémentaire, et U'on a

' Pe PP b PP LR,

(L= ) Lo 2 1.2.3

Pour —1 < x <1, le développement est convergent.

Ezxemple II. — Démontrer, pour n entier positif, la formule due A
KULER,

. n nin —1) xt {n-r Na{n—1y x¥
(;I‘A.T)”:l-——TJ'—!- ——— ———— - e ——

1.2 |~ yLz.3 1--

N (n-i-vyn(n—0(n—n) x
1.2.3.4 1-5- 2

Si l'on veut déve-

104. Méthode des coefficients indéterminés.
lopper la fonction

Siry =g+ ax)i+atx). i atr),
suivanl les puissances de x, on pose
Jiy=t1+ A r - A A,

el il s’agit de déterminer les coefficients Ay, Ay, ooy A,, en ob-
servant que le développement est unigque. On a Iidentité

(1= ax) flax)=(1- aiz) fia);

remplacons f(ax) et f(x) par leurs développements; ¢galons
successivement les coefficients de 2, 22, x%, ..., z%, 1l vient, pour
les coefficients de 27,

arlp - abAp—art A+ Ay
d’ot 'on tire

anr+l__ qp
b A=A —————
([) Ap =i w1

et, par suite,

_(an =1 (arl—-1). ._.(a"-PH—I)
T a1 (at—1).. {al—1)

aprp+1l,

(2) Ap

Pour @ =1, on retrouve la formule du développement de la
puissance (1 + 2 )? du bindme. Ce caleul est d’Evien.
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On peut développer de méme le produil

olr) = (1-—ax)(t -a*r).. {1-+a2lr)

en partant de 'identité
G+a?x)lolaxr) = (1-+a2+tir)o(r).
Exemple I. -- Sil'on pose

([* .’If"\) [fl — .T'""'I',]. R .(I — ph—p+1)

I —
* (L) (1 —a2) . (1 —axP)

Fexpression '} cst un polynome enticr en 2, ainsi que cela résulte de la
formule (2), el l'on a identité

W TP _ - -1
l.l - 1!141 =i Pln—l!

analogue & la loi de formation du triangle arithmétique (n° 4).

Exemple II. — Si 'on pose, avec les nolations précédentes,
Jlr,n)=1 TL4Ti- 4 (—=1)"T2,

on a la relation
Flo, 4 2) == (1 —aret) flx, n);
par suite,
fla,2p -1) =0,

Jlrapy = (1—x2) (1 —23). .. (1 —a2r-1),
_f(:r:-—zp)_f(;—', 2p> = 1.

Les exercices précédents sont dus a Gauss.

Exemple II7. — On a l'identité

x a? -t 1 r — ¥

e e e ——
11— 2 F— | — 2" 1—x 11— ™

Exemple IV. — On a l'identité

xr— 7 XV — r7 T — IPT

(lﬁ'.’l?)(l—.il}"f) - (l - ‘Z'q)(l __I-pl[) = (l-—.Z')([»— C(f-"'");

si 'on remplace g par pn, et si 'on fait ‘suceessivement n égal a 1, 2, 3,
.oy 1ty Ja somme des égalités ainsi obtenues donne lidentité

T —aP arh— pp? PP gpttt
-+ .
(—e)(i—ar) T {C-a) i —ar) G — 2Py (1= 2
r— xpn-e—!

— (l — .‘Z‘)(I _-_:-N_’I,?Pﬂ H’) .
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Exemple V. — SiTon pose
fl’—*— (1--Y —at (1 — P

on a l'identité suivante, due & M. Cisino :
pip-
! 2 (—nry 2

L A T
Jo o SiSp o SoFee T o

L’INTERPOLATION.

105. Formule d’interpolation de Lagrange.— Cectte formule sert
4 résoudre le probleme de trouver tous les polynémes I'(x) qu
prennent des valeurs données

Yoo Fio Da o aees Va
pour (7 + 1) valeurs inégales deux a deux de la variable
Ty Ty, Fa, . L
Considérons d'abord le polyndme g (), de degré (n -+ 1),
glr)=(r—a){x-—r)H.. (r—x,}

il s’annule pour toutes les valeurs données de . Désignons par
zy 'ine d’elles; le polyndme Xy, de degré n.

s'annule pour toutes les valeurs données de x, a l'exception de
& = x}, pour laquelle il devient

Ap={ap—20). . (Th— x4 ) (p—Xpg). . (xp— ),
el Ay n’est pas nul. Par suite, pour z == ay, le polynéme

Xy
Y A,

prend la valeur convenue el s’annule pour loutes les autres va-
leurs de x. Cela posé, Ie polyndme
Xo Xy X
xr) = Y= e
J(x) Yo A, g A Y

/
{
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remplit les conditions demandées. 11 est, au plus, de degré n, et
se réduirait a une constante si toutes les quantités y étaient
égales, puisque f{x) — ¥, s'annulerait pour (n - 1) valeurs de z.

Tous les autres pol_ynémes I'{z) qui vérifient les condittons 1n-
posées sont d'ailleurs donnés par I'expression géndrale

F{r)=fla)+ o(r)Q{r),

dans laquelle Q () désigne un polynéme quelconque, puisque la
(hifférence
Flr)— fir)
s"annule pour toutes les valeurs données de z; elle est donc divi-
sible par s{r).
) v
luoversement, s1 f(x) est un polynéme quelconque, on a I"identits

(e ‘x, . . )
() Jix) = RAELY No+ A IL) Xgfon o+ —f—f—'—) X+ olx) Qx),
:\0 I\] Earr 3 '
el aussi
O IR L N Y
o) e wma A w—g T

La démonstration précédentc est due & Csveny (Cowrs d’ Ana-
lvse algébrigue).

Eremple 1. — LKquation de la droite qui joint deux points donnés par
leurs coordonnées,
On a
X — X T — Ty
Y=Y P
a ary &) -y

ou hien
¥o—— TV — 1V
— ¥ 4. Tel 1Yo
Xg- - Iy A R ]

N

L’intersection avee I'axe des z donne

T Yo— V1T,
X
Jo— X1
ce qui conduit 4 Ja formule d'interpolation par les parties proportionnelles,

— Régle de fausse position. — Méthode d'HipPARQUE.

Ezemple II. — Trouver le reste de la division d’'un polynéme ¥F(z)

par le produit
(z—xp) (T — @1) . (T —Xg).
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Cest le polynome f(w) de degré n, au plus, qui prend pour = vy,
Ty .ee, Tny les valeurs Fzy), F(xy), ..., F(a,).

Eremple III. — Les trois fractions

. (oo~ (2r-3). . .(2xr — 20 -—1)
() R .1:'\}_-_-:—;)...(;1,'—.—/L)

7

1

(B} - —
() J'1I:V*J“")(“)_"'-—-.l'zl)...(H.:f—1‘3)’

o a
CR B I g . 322
(c) TR S LE i N Y ET I 2r2)

FUE— )t )L {nt- ¥

sont l'L‘S|)CCti\'CHlCHl égalcs aux trois CXl)I‘CSSiOl\S

=

(A) (et 1 Z(‘zp)!(w’z—ap)! f
/ AL YA LA LA
(nlyx o [pien—p)lF x—-+p
p=1
[':H
) T ~ T ! I :
By 2‘ . L ——
(B) (il Cu (e—p){n—+p)! [x‘f"p_!_w-'-P]’
In;.-i
N I’)_-fl
() (2riGa)ta ¥ Gn—op)toe—op)t f v 1|
(nl) xr [tn—=p)lin-cp)l]? Lo—p x+p
Eremple I'V. — 5il'an pose
ni—1
Gp= —>
nt
on a les identités
. . an
Gy Gy Gy Gy~ G, Gpey = — Gane 1
20+ 1
y I ., an+1
Gl Gg,l+1+(1-l Gg,;,—i'- P el (G1t+l )_ = N 2n-+24
2 20+ 2

Ezremple V. — Si l'on pose

(2n)! A, = 2222+ 22) (224 4"3)...(:62+;n;— z;),
(an+1)'B,=x (r?+12){z2- 32).. (zi; an — 1-),

avec
:\0 =1 et Bo =r,

on a les identités

[ 1.3 27—+ I
Ap+ = Mg+ —= Apat. .. = ——— By,
2 AT T
1 1.3 20 -+ 1
By+ - Bpy+ — Bya—+ = Ayt
2 2.1 A

Les trois exercices précédents sont dus a M. J.-W.-L. GLAISHER.



188 LIVRE tl. — LES NOMBRES RATIONNELS.

106. Identités d’Euler. — Si 'on égale les coclficients de
dans les deux membres de I'identité (1) du numéro précédent, en
observant que celui de X, est 1, on obtient en supposant que le
degré de () est au plus égal & r, et en désignant par M le coef-
ficient de 27 dans F(x),

F{x F(z) F(ry)
M=""""0 0 208 e z
A A, A,
Remplagons les quantités @y, 2y, .. .. z,, par a, b, e, .0 1,

et I'{z) par x2_ il en résulte gque expression
p 3 1

ar ‘ br
{a—bjia—c).ia—1) b—ayb—c)... b 07
s'annule pour toutes les valears o, 1, o, ..., {(n—1)de p et devient

égale a1 pour p = n.

Eremple I. — Si a, b, ¢, ..., désignent les abscisses de (2 +—1)
peints A, B, €, ..., L, en ligne droite sur I'axe OX, an a

OA = a, OB - b, AB =16 - a;

par suite, I'expression
_ ——p
oa”  o"

AB.AC...AL BA.BC...BL
s'annule ou est égale & (— 1) suivant que p est un entier non négatif plus
petit que 7, ou est égal 4 n. Ces formules ont été indiquées par GHASLES,

dans sa Géométrie supérieure. Par la méthode d’inversion, ou de transfor—
mation par rayons vecteurs réciproques, on généralise ces formules.

107. Sommation de fractions rationnelles. — Soit le pelyndme
s(r)y={(xr— 1) (r —r)).. A — 1)

considérons une fraction rationnelle dans laquelle le degré du
numeérateur est au plus égal a (n — 1). Par la formule d’mterpo-
lation de Lacrance, on peut poser

flx) Ao - Alﬁ Ay
o(z)  @w—wg x—x ' 1 —2,

Ao, Ay, A, ..., A, désignant des constantes. Si I'on fail

A.o—i— A+ A+, ..+ A,,:: BIH
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on a identiquement

\
T f
R A
T T =&y

car B, est nul, d’aprés 'une des identités d'Evrer. Par conséquent,

f(L)_ 1 1 3\ 1 1
o(x) B“(aﬁuxo ' x—ml,)_FB‘(;c—xi_x_xﬂ)

si les nombres z,, z,, x,, ..., 2,, sont tous enliers, on pourra
trouver la somme des valeurs de la fraction rationnelle donnée,
pour des valeurs de & égales a une suite de nombres entiers con-
sécatifs. Plus particuliérement, si @y, z,, ..., 2, sont en progres-
slon arithmétique, on raméne le probléme a la sommation des in-
verses des faclorielles successives (n” 86).

Exemple I. — Trouver la somme S, des n premiers lermes de la
suite
il -——1)
(R-r2)(n-+3)(n- 4)(n -3)

Hn=
On a l'identité

= LB e :
"T3(n+a2)(n+3) 3(a3(n-w—i) 3 (n+4)n+3)
et P'on trouve

GSp=(n -+ 2)%u,,

108. Formule d’interpolation de Newton. — Cette formule ré-
sout le probléme de trouver le polynome, de degré r au plas, qui

pour des valeurs données de z, en nombre (n - 1),

Loy Ty Fay  evwy, Ty

supposées en progression arithmétique, prenne des valears don-

nées
Uy, Uy, U, ceey Up

En désignant par % la raison de la progression, ce polyndme a
pour expression

— =z Ty [T — A2y
—_OAuoﬂ—j‘Q( )—l) O*F-..
i3

x
U = gy

h h 2!
+m—:r0 T --ay A xr — rp "X Al ey
A 3 ‘) % nl
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Ln effet, si on désigne par p l'un des nombres o, 1, 2, ..., 5.
le premicr membre devient w,, lorsque 'on supposc dans le
second

— = m =,

par suite de la formule fondamentale du caleul des différences

it (- APy,

Nous avons vo dailleurs qu'il n’existe qu’un seul polynome de
degré n, au plus (n° 73). Le probléme revientencorc a exprimer le
polynéme cherché comme une fonction linéairve des polyndmes

AR o e -y

sy L
Loy T )

dont les degrés veprésenlent la suite compléte des entiers de o an.

Lorsque les ¢ derniers lermes de la suite
o, Awny, Alug, .., Aty

s'annulent, e degré du polyndme « s'abaisse de ¢ unités.
Inversement, si f{) est un polynome de degré ri, on a Piden-
Lité

o N T N VA 1 D N e A ) A% F{ o)
Sty = floy T ML Lo ) =L

10Y9. Fonctions interpolaires d’Ampeére. — Nrwto~ a ¢étendu sa
formule au cas ou les valeurs données de la variable 2 ne sont
plus en progression arithmétique (Methodus differentialis,1711).
Posons, par exemple, pour n = 3,

= ho- M{r—ay) - halr —a0) (7 —— &)+ ha(@ = 2} (2— 1) (7 — ).
En remplacant successivement & par Zq, 2y, 1, &y, il vient

uO:)\O’
uy= Ao M(x1— 7)),
s == ko= hi (29— Fo) -+ hg (&g — @) (72 — ),

Uy == ho—+ 11(“‘3“1'0)4* )\2(3’?3—3"0)(1'3“1’1)‘*" A (Ts— 2o )(r3— 1) (3 — X4).
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Si nous retranchons la premiére ligne des suivantes, si nous
divisons respectivement par les différences

dy— gy, Ty Ty, I3— I

el $1 nous posons

Wy -ty Ty — Uy Moy -— Uy

e i = —— ==
I — Ty Ay — Ty Ty 2

oo .

1l vient le systéme
‘ Y= }m

('),) ‘ ng:)\r—‘v—;‘\g(:.lﬁf.l'l i,
( Oy Ay da(rg— ) Ay — ) (ry— ),

semblable au précédent, mais contenant une ligne en moins. kn

opérant de méme et en posant

a1 g =
Dol L 2 - -= Wy,
XIa— .y gy —
on a le systée
N
\ Ba= ha,
<

(3}

[ (V;ﬁ}\ﬁ—“—)\g(ir:gm.‘rg);
done, st Pon pose

(g — iy

83
Ty—T» '

on trouve
Lo = o, A= ¢y, hg— tvq, hs= s3.

Cette méthode de calcul est assez rapide, en construisant un ta-
bleau analogue 4 cclui des différences. Les expressions ¢, v,
s, ... ont é&té appelées fonctions interpolaires par Amrine. 11 a
observé que l'on a

Uy ity

vy = e P

Iy— Iy T — Iy

’

— Uy + L . wa
T (wo— ) (rg—>p)  (F1— &) (T —X3) (73— o) (Zy—y)

ces formules, qu’il est facile d’établir d’une maniére générale,
permettent de déduire la formule d’interpolation de LiAcrAnce de
la seconde formule d'interpolation de Newrox.

e P
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CHAPITRE XIL

LES POLYNOMES DERIVES.

110. Polynéme dérive. — On appelle polynéme dérivé d'un

polynéme entier
Silr)=Axwre-Br-t-. .+ Kx+ L

le polynéme obtenu en muluplhant chaque terme par I'exposant
de z, et en diminuant de 1 'exposant de z. On désigne le poly-

ndme dérivé de f(r) pac f'(2), et T'on a

Sry=nAzi-l (n—Bert L K.

Soit, en particulier, le mondme \u*; ona, pour.x 2 «, I'identing

A — L o _ N B e R S L e S R
e 21
pour x = «, le premier membre se présenle sous une forme indé-
terminée, tandis que le second membre devient nAa?=', et I'on
dil que cctte expression est la valeur du premier membre pour

£ = a. Plus généralement, la fraction

i(ji ’Wf(le) Y it R =1 ___ g1 e K -

B »
X o— it T == (L T — i T —a

toujours égale & un certain polyndme contenant x et a, pour
r 2 dsent @ = a, sous la forme 2, et I'on dit que le
& Za, se présente, pour £ = &, = q >

second membre représente la valeur du premier, méme pour la
valeur exceptionnelle z — a. (Uest précisément la valeur de I'ex-
pression f’(a), obtenue en remplacant z par @ dans le polynome
dérivé,

Le polyndme dérivé, ou la dérivée d'un polyndme f(x) de de-
gré n, esl un polyndme de degré (n —1) dont on peut prendre
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aussi la dérivée, que l'on appelle dérivée seconde; on la désigne
par f"(z): c’est un polynéme de degré (n—2). En général,
ladérivée pme d’un polyndme f(x), de degré n, est un polyndme
de degré (n — p); la dérivée ni*™* se réduit 4 la constante n!A, el
les dérivées d’ordre plus élevé sont nulles. On désigne la dérivée
d’ordre p de f(x) par I'une des notations

dr fir) , ] )
- () > P
dre Swz), Defix),

employées respectivement par Leiexiz, Lacrance et Caccay.
Nous nous servirons, suivant les cas, de la notation la plus com-
mode.

1l résulte immédiatement de la définition que la dérivée piome
d’une somme algébrique dc polynémes égale la somme des déri-
vées piimes des termes de celte somme: ainsi

Dela flz)+bo(z)-+ cd(x)] =aDp flo)+ bDr w(a)+cDrbir).

111. Dérivées d’un produit et d’un guotient. — Si l'on désigne
par y le produit de deux polynémes w et ¢ contenant la variable z,
cl si 'on donne & & 'accroissement Az, il en résulte pour wu, ¢, y
les accroissements Aw, A¢, A1-; on a

Ay = (e -+ Au){v 4+ Av) — wuo;
puis

ct, pour Ax = o,

r

Y= w' -+ ou.

En divisant par ue, on peut écrire

,
Pexpression -J}—/, s’appelle la dérivée logarithmique du polynéme y-.
Par suite : La dérivée logarithmique d’un produit est égale
@ la somme des dérivées logarithmigues des Jacteurs.

Ce théoréme s'étend 3 un nombre quelconque de facteurs. Par
suite, la dérivée d’un produit de plusieurs facteuars égale Ia somme
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des résultats obtenus en multipliant la dérivée de chacun des fac-
teurs par le produit de tous les autres.

Sil'on a y = (« : ¢), on obtient

W+ Auw 173
4

0+ Av
Ay  vhu— e |
Ar Az o(v+ d0)’
et enfin
. v — u_v_t.
vl

. . , vy I - :
En particulier, la dérivée de — ou de &~™, pour m entier, est
x”l

{— m)zx(~™~1; ainsi la dérivée de x™ est max™ ! pour m entier
négatif, comme pour m entier positif,

La dérivée logarithmique d'un quotient est égale & la différence
des dérivées logarithmiques du dividende et du diviseur.

Fremple I. — Soit
y=utar...,

en désignant par a, 8, v, ... des entiers positifs ou négatifs, on a

’ ' '

u v w
L =g + B =+
¥ u v w
Enfin supposons que y soil une fonction de Jonctions, clest-
i-dire que y soit exprimée en fonction de z par des variables in-
termédiaires

?’ZM"): 0:':?(11), u:f('r)r

de telle sorte que y = F(x). On peut trouver la dénvée y' sans
qu'il soit nécessaire de faire les substitutions; en effet,

Ay Ay Av Au

Az~ Av Au Az’
et, par suite,

Y =¥(v) 9 (u) fix)

112. Formule de Taylor. — Ce théoréme a pour but d’exprimer
un polynéme f(z -+ h) en fonction linéaire de f(z) et de ses
polyndmes dérivés f'(x), ["(x), -.. (n° 102). Ce n’est ainsi

que la formule du bindme de Newron, avec un changement de

CHAPITRE XII. — LES POLYNOMES DERIVES. 195

notation, lorsqu’il ne s’agit que des fonctions entiéres. On a, en
effet,

2
(r+hpt=x"+ ﬁnx'l—‘+ h—n(n — jahT2y
1! 2! RN

_'_E e e .
Iy nin—r}...(n—p+nxt—r+...+ mn.

et, en posant f{xz) = Az, il vient
() fle+h)y=flz)+ %f’($)+---+ z—[;f‘PJ(z) RS % fin ().

Pour d’autres mondémes, Bz, Cz*, ..., on a des formules ana-
logues; donc, sil’on fait la somme des développements obtenus,
en tenant compte du théoréme sur la dérivée d'une somme, on
en déduit que le développement (1) subsiste pour un polyndme de
degré quelconque.

Cette formule donne encore le développement de
(2) Aflx)=flz+h)— flx),

c’est-a-dire de la différence d’un polyndéme f(x), ordonné suivant
les puissances de l'accroissement % de la variable.

Si lon fait z == o, et si 'on remplace ensuite /2 par x, on oh-
tient la formule de Mac Lavrin

(3) fla) = flo)+ ::, (o) + gf”(o) e f;—’;f"”(o).

Enfin, si 'on suppose h=—.x, on a la formule dc Ber-
nouLLL (')

@) floy=f@r=Z fm+ Z e — o 2 .

n!

143. Facteurs multiples d'un polynéme. — On dit que le poly-
néme f(z) contient le facteur (x — a) au degré de multiplicité p,
lorsque f(x) est égal au produit de (# — a)? par un polynéme
o(x) qui n'est pas divisible par (x — a}, de telle sorte que l'on a

J(x) = (z —a)Po(),

avec I'hypothése ¢(a)Z 0. On a le théoréme suivant : Pour que

(1) Cette formule a été publiée avant celle de TavLoOR.
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le polynéme f(x) soit divisible par (x — a)?, il faut et il suffit
que le polyndme f(x) et ses (p—1) premiéres dérivées s'an-
nulent pour r — a.
En effet, si I'on remplace, dans la formule de Tavror, x par a
et o par (& —a), 1l vient
(xr —a)p—!

r—a
() f(@) = fla)+ == /(@) e

Jie=tia)+. ..

par suite, le quotient de f(x) par (x — a)? est le polyndme

xr—a (x—a)r »

]}waua)4—( FErb (@) +.. .1

m f(ﬂ)(a)’

n!
et le reste de la division de f(x) par (x — a)? est le polynéme

r 4 P —a)? v (7 — a)p-1
fla)+ T e+ S ey e O fomiia),
Ainsi, pour que f(x) soit divisible par (z — &), il faut et il
suffit que le reste de la division soit nul, quelle que soit la valeur
de x et, par suite, quelle que soit la valeur de (& — @); on a donc
les p conditions

J{a) = o, f'(af):o, vy f(P“‘”(a):o:

réciproquement, si ces p conditions sont vérifiées et si fr'(a)
n’est pas nul, le polynéme f(x) est divisible par (x — a)?, et non
par une puissance de plus grand exposant.

114. Régle de L’Hospital. — Lorsque les deux termes d’une
fraction rationnelle s’annulent pour une méme valeur a de z, la
fraction prend une forme indéterminée; mais, si I'on remplace
J(x) et o(x) par leurs développements, conformément i la for-
mule (1) du numéro précédent, on en déduit la régle suivante :
On prend les dérivées successives de f(x) et de p(x) jusqu'a ce
qu’on obtienne deux dérivées, f P! (x) et $¢)(x), qui ne s’annulent
pas pour £ = a. La valeur de la fraction est égale au rapport
JP(a)ag?(a), lorsque p = q; elle est nulle ou infinie, si p est
supérieur ou inférieur & ¢.

Exemple I. — Polynomes d’Abel. — Si l'on pose

Ffp=1Px + 202+ 3P -, .+ (n — )Ppr1,
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on a, en prenant la dérivée et en multipliant par z,

& fp=Fp+t;

Jo=x+ 2.+ gl

mais, pour p = o,

ou bien
xr — xpht
0= —
Jo=—— -
on a donc successivement
X —xh
fi=zD o
[ —&
T — .Z'"’
fg =D (xD ‘):
L~

J— n
ﬁ:xDPn@Dﬁ_Zﬂ,

ct ainsi de suite.

Si l'on fait =1, les valeurs de fi, fi, fs, ... se présentent sous une
forme indéterminée; mais, en appliquant Ia régle de L'HosPITAL, on trouve
ainsi, par un procédé détourné, la somme des carrés, des cubes, des bicar-
rés, ..., des (z —1) premiers enticrs (ABEL, OFuvres complétes, 2° édi-
tion, t. I, p. 14).

Ezemple II. — La dérivée d’ordre p de

xhp—1__
X)—= ———
g(z) P
a pour développement
t2..p+23..(p+Dx .. 4 aln+1).. . (np—1)zn1;
en formant directement g'(x), g"(z), g¢”(x), ... et faisant cnsuite z = I,

on retrouve la sommation des factorielles conséeutives (n° 37).

115. Formule d’Abel. — Nous avons vu que si f(x) désigne
un polyndme de degré n, et ®gy G11 P2y -« -, Py des polyndmes
donnés dont les degrés reproduisent la suite des nombres entiers,
le polynéme f(z) peut étre développé suivant la forme linéaire

f(x): 10‘?0“')‘1?1—")‘2?2"{"- Camh )\ncPu:

les coefficients X étant indépendants de x. Désignons par § une
constante quelconque, et posons
x(x—2
=1 qlz)=2,  ¢(2)= ——y— P, e

z(x—phiet
' .

Pp(X)= P!
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Pour déterminer les coefficients %, nous observerons que, si
A rr A
I'on désigne par o () 'un de ces polynémes, on trouve, en pre-
nant les dérivées successives de o,

?if(l'»}_:ﬁ"flAl(z'*g)r '{'7;(-7’)f‘?q—2(’r—9~3‘),

¢ @)=y p(e—pBh . g =1
Donc, en prenant la dérivée d'ordre p de f(z), on a
SO E)=pop-i-hprre (2 —pB)+ Apaaga(r —pB) ety
et, en faisant x = p 3, il vient

() fle)=floy+ /(B ﬂi;,—gﬁlf”(z@)—!

.T(.T—" 3”"“1 int ¢ &
. __Pfr)ﬁni S pgi+....

En faisant f{2)={(x + «)?, dans la formule précédente, et en
échangeant cnsuite 2 et «, il vient (')

) 5 (e =zt —Cha(x+p)r-1+Cla(z—2B)(r+28) 2+ ..

(2 { 4+ Cla(a—pB)(z-+pB)yr—r+ .. .+a(z—ad)l
116. Binéme de Leibniz. — Cette formule donne la dérivée

ni¢me d'un produit ue de deux facteurs, et s'étend & un nombre
quelconque de facteurs. On a

¥y o= uv +vu,

¥ =ue 4-au v - u,
s

Nd

= w3 3w = w e
et, en général,
J/-(p) = upl -+ Py welp—t J2) welp—2 o - u([}] v,

en désignant par py, po, .- - les coefficients de la puissance p
du binéme. Cette formule se vérifie immédialement en prenant
la dérivée de (P et en observant que les nouveaux coefficients
du second membre s’obliennent par la loi de construction du

(*) La formule (2) a été donnée par ABEL ((Euvres, »° édition, t. 1, p. ro02).
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triangle arithmétique de Pascar. On peut éerire symboliquement
yPto(u +v)r,

ala condition de substituer, aux exposants de u et de ¢, les indices
de dérivation, et de tenir compte de 'exposant zéro, en rempla-
¢ant ©® et ¢® par w et o,
En supposant y == uew, on a la formule symbolique
yreds (1 + v -,
et ainsi de suite.

Exemple . — SiTon posc

y=(x—ayr—=0)...(x— 1),
on a

J"(p) = pr Smfp,

en désignant par S,,—p la somme des produits (m —p) a (m — p} des m
facteurs de y.
Exemple II. — Trouver la a*"e dérivée de

En chassant les dénominateurs et en appliquant la formule de Lewswi,
on trouve
(14 22y +angyl-t+ nin—1)y"- =0

Si Ton pose

}A(nJ — 4_%,"___

(l+(r'ﬂ)l!f‘i’

les polynomes 3, sont déterminés successivement par la formule de récur-
rence

Fn— 2R Ty + (R —1{1+ x5, 9= 0.
DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.

117. Dérivées partielles. — Un polynome peut contenir les
puissances, d’exposants entiers et positifs, de plusieurs variables
Z,¥,5, ...; on le désigne par une lettre suivie d'une parenthése
contenant les variables dans un ordre déterminé. Ainsi

Sz, y,s...00)

mais on n’a pas le droit, dans le cas général, de changer Pordre
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des lettres qui représentent les variables. Le polyndme peut avoir
des degrés différents par rapport & chacune des variables; on ap-
pelle degré d’un lerme Je nombre égal 4 la somme des exposants
des variables qu’il contient, et le degré du polyndéme est égal au
degré du terme du plus haut degré.

On peut prendre les dérivées du polynéme par rapport a cha-
cune des variables, et les dérivées successives par rapport a des
variables différentes. Les dérivées partielles du premier ordre de
S{z, ¥, 5), prises par rapport & ¥, par cxemple, se désignent par
Pune des notations
df(z. y, 2)

Iy s Dy fla.y, 5);

j‘_}"(TJ.}/) 'S)v

lorsque I'on donne ensuile & x, ), z certaines valeurs g, ¥, 2o,
il suffil, pour indiquer cetle opération, de remplacer, dans les
parenthéses, x, ¥, 3 respectivement par Z,, ¥, 3o-

St T'on prend la dérivée du terme

T — N.Z‘a_}”’sc
x fois par rapport a z, puis 3 fois par rapport & y, puis v fois

par rapport & z, on obtient, en désignant par la letirc A les arran-
gements simples (n° 43),

NAZA '% Alge-aybBgey,;

le résultat est indépendant de 'ordre des dérivations. Pour toute
fonclion entiére £, il en est de méme; le résultat sindique par
I'une des notations

61+ﬁ+Ylf;(m, ¥, 3)
de*dyfday

1o -fiey)
f_,ﬂ’-_,ﬁ;? (@, ), 3);

v Dt fla, ¥, 5).

118. Formule de Taylor pour une fonection de plusieurs va-
riables. — Soit une fonclion f(z,», z) de Lrois variables, par
exemple; 1l s’agit de développer 'expression

f("”’i—hu}"‘_k! :'+l)

suivant les puissances des accroissements £, &, { des variables
x, ¥, z. Pour simplifier, nous nous servirons d’un symbole d’opé-
ration ®, qui désigne le résultat que I'on obtient en faisant la
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somme des dérivées partielles /,, £, /. de f(z, y, 3), multipliées
respectivement par les accroissements &, &, {. Ainsi, par définition,

Bf =hfe+kfy~1f:

Mais O fest un polyndéme en z, y, 5, sur lequel on peut ré-
péter la méme opération dont nous désignons le résultat par 92 f,
et ains) de suite. On a, en général,

Braf == 6r 97f = 07.80f
Appliquens 'opération @ anx dérivées partielles de f{z, ¥, 3),
(‘)f.;' - h.,fugx -+ /ff.‘lt’} -+ l.f;:.a
Ofy = hfly+Ef) -~ 1f);,
OfS — hflp i kfiy -+ Ui

St I'on multiplie respectivement ces trois égalités par 4, &, /
et sil'on ajoute les résuliats, il vient, en tenant compte du théo-
réme sur Pinterversion de 'ordre des dérivations (n® 117),

O f = B2 f o 2kl -

ou, sous la forme symbolique,
0 0 02
B2 [ Ay -~ = & — 4+ —
oLf (ht)x A())/ l{),s) S

1, a F7}
cn y considérant e’

dition de remplacer, aprés le développement du second membre,

—, — comme des quantités, et & la con-
Jdy’ dz

leurs exposants par des indices de dérivation,
Le symbole O est distributif, comme celui de la dérivée D,
ou - c’est-a-dire que, si l'on considére plusieurs fonctions

o @, ¢ des variables #, », z, on a, quelles que soient les con-
stantes A, B, C,

O(Af+Bo+Cy)=A8f-+ Boo -+ CBY.

Cela posé, la formule de Tavron, étendue & un polyndme de
plusieurs variables, s’écrit

() flo+h,y—+k z—a—l)=f+—ll—!6f+ i-'f!ezfﬁu ieyu....
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Pour vérifier 'exactitude de cette formule, il suffit de consi-
dérer la fonction
S(x,y, 3) = aeybz,

Le coefficient de A%43 {1 dans le développement de
(x+ h)(y + k)P + 1)
est, en se servant de la notation des arrangements simples (n° 43)

o B T
{2} L"' pa—G. j—ir' =B = ey,
al B! (

D’autre part, si Uon suppose
n=oa-i 8+,

le coefficient de h* kB /Y dans

1 1 J 0 AN
— 9N ) o — = e — 0~
8 f (/c ge T d’) J

n! n! dy F4
est, d’aprés le n° 80, égal a

n! ()"_f

T

ntal BT dxxayBosy’

ou
T 3 ]
T A, xa-2 A {;,y"*?*.AI:C—T,

«!Bly
qui ne différe pas de l'expression ().

119. Fonctions homogénes. — Un polyndme entier en x, ¥, =
est homogéne et de degré n lorsque Lous ses termes sont de méme
degré n; par suite, quelle que soit la valeur de ¢, on a I'identité

Stz ty, tz) = 1 flz, ¥, 3),

La somme algébrique de fonctions homogénes de méme degré
est une fonction homogéne de méme degré.

Le produit ou le quotient de deux fonctions homogénes de
degrés p et ¢ est une fonction homogene de degré (p = g.)

Toute fonction homogéne, de degré n, des variables x, y, 5 est
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égalc au produit de la puissance n'""* de I'une d’elles par une
fonction des rapports des autres variables i celle-ci, et inverse-
ment,

Les formules de la Géométrie sont homogénes.

Les dérivées d’ordre p d’une fonction homogene de degré n sont
des fonctions homogénes de degré (n — p).

120. Théordme d'Euler. — Toute fonction homogine, el de
degré n, des variables z, 1, 5 vérifie I'identité

of of el
Top ™7 ay TR nfix, x5
on 2 de méme
, 2 F e f _ . -
* E"—"'ur)'vl"" a:}:d; ceee=nn :)./-(‘73.}7")’

ct, en général, avec la notation du n” 118,

orfile,y,sysan(n—u..(n—p--0flx, ¥, 3)

aprés avoir remplacé, dans le développement du premier membre,

les exposants de ;_, d()" -df_-, par des indices de dérivation, el /4,
z' dy  ds

ky {par z, v, =,

L’emplor des formules d’EcLer permet de transformer des re-
lations en d’autres plus simples, en rendant homogenes des po-
lynémes qui ne le sont pas, par 'introduction d’une nouvelle lettre
que l'on considére comme une variable arbitraire, et que Pon vem-
place ensuite par 1.

Soit, par exemple, le polynome f (.}, de degré n, que ['on peul

écrire sous la forme homogine

e

r(E)
Pour que ce polynéme soit divisible par (& — ay)?, 1l faut ctil

saffit (n® 143) qu'en remplacant & par a, ct y par 1, dans la suite

des dérivées

fla, 0, falay ), Jia(a, 1), ..., fUzii(a, n,
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tous les résultats soient nuls. Par les formules d’Eurer, on sub-
stitue 4 ces conditions les conditions équivalentes

ifla ) o fla )

ar=t fla, 1) o
dwr-t drr=2dy -

7(')}/11* 1

bl ?

en d'autres termes, il faul et il suffit que les p dérivées partielles de
Pordre (p —1), prises par rapport & x et 3, s’annulent lorsque
Pon y remplace z par a ¢t y par.

Exemple I. —- Si f(x, y, 5,...) est un polyndme homogéne de degré
n, on a l'identité

[ ) q I /ol n—q .
(;|(T -+ ..) f(‘\z'o,_}'o,.--,)"ém(\.1'07‘1“—’—.--) f(xl,)/i,.-'.).

L T .
. O
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CHAPITRE XII1,

LE CALCUL SYMBOLIQUE.

On doit considérer le calcul symbolique comme une méthode
rapide pour I'écriture des formules dans une suite de déductions
théoriques; mais, lorsqu’il s’agit de déterminer les valeurs des nom-
bres fournis par ce calcul, il est indispensable de remplacer la for-
mule symbolique par le développement ovdinaire. On fait de
méme lorsque la suite des raisonnements laisse dans Uesprit unc
certaine obscurité; alors on remplace encore la formule par les
notations ordinaires. C’est donc, en quelque sorle, pour le déve-
loppement des nouvelles théories. une sténographie des formules
de IArithmétique et de I'Algébre.

Cette méthode est déja ancienne; on la trouve comme procédé
mnémonique dans les écrits de Lrrentz, poarles dérivécs successives
d’un produitde deux ou de plusieurs facteurs; on la retrouve dans
lasérie de Tavrox étendue au casde plusieurs variables; nous’avons
déja cmployée dans les formules fondamentales du caleul des dif-
térences. Développée plus tard par Larrace, par VaANDERMONDE el
par Herscuer, elle a été considérablement augmentée par les tra-
vaux de Cayrey et de SyrvesTer, dans la théorie des formes.

Dars un ouvrage intitalé Calculus of Operations, CanmicuarL
a expos¢ les méthodes générales de ce calcul rapide; ses dévelop-
pements se rapportent surtout a 'emploi des symboles d’opération,
comme ceux du calcul des sommes et des différences £ et A, et ceux
du Calcul différentiel et du Calcul intégral. Mais la méthode sym-
holique, que nous employons ici, différe des précédentes sous ce
rapport, que lessymboles que nous considérons désignent des quan-
tités et non des opérations; nous nous rapprochons ainsi pour unc
partie de la notation, employée par CayLEy, pour les polynémes en-
tiers (quantics). L'application de cette méthode nous a permis
de simplifier, d'une maniére trés notable, les raisonnements et les
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résultats sur le calcul des sommes et des différences, sur les nom-
bres de Bernouvirr et d’EvLer, sur la théorie des séries récurrentes
et, par suite, sur la théorie générale des fonctions. Par notre mé-
thode, les dévelnppements prennent une forme plus concise, plus
condensée, qui conduit a des généralisations successives et indéfi-
nies des propeiétés qui concernent les nombres, et des formules qui
les renferment. Ainsi, dit Larvace, « Ja langue deanalyse, la plus
parfaite de toutes, étant par clle-méme un puissant instrument de
découvertes, ses notations, lorsqu’elles sont nécessaires et heureu-
sement imaginées, sont les germes de nouveaux calculs. »

Ce Chapitre conlient quelques principes généraux, et leur appli-
cation i la solution de plusieurs problémes considérés par Evien.
Ceux-ci se rapportent aux Permutations figurées et a ’Arithmé-
tique de position; le Chapitre suivant donne Papplication du calcul
symbolique au Calcul des sommes et au Calcul des différences.

121. Du symbole potentiel. — Considérons des nombres quel-
C()l]({UCS

l[]) b(h bl’ bi? "'7!)!"

formant une suite limitée ou illimitée, de Lelle sorte qu’a chaque
valeur de I'indice corresponde un nombre déterminé.

Nous désignerons par & le symbole des nombres de cette suite,
et nous supposerons que, dans les formules transitoires, & est une
quanlité assujettie aux lois ordinaires du calcul algébrique et, en
particulier, & la régle des exposants entiers et positifs,

o pn A b

A la fin des calculs, on doit remplacer les exposants de & par des
indices et les nombres & par ceux de la suite.

Soit un polynéme de degré n, dans lequel nous mettons en évi-
dence les cocfficients du développement de (1 - 2)7,

n{

. I n—Ii
f(x) - bo-’?f"+ I blx"_1+ —['—;-—> ng”_g—l—. .o b",Z'O;

nous pouvons écrire ce polynéme sous la forme condensée

J(@)Le(z -+ b),
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en ayant toujours le soin de tenir compte de Uexposant zéro
de b et du nombre correspondant &,.

On voit immédialement que la dérivée f'(x) du polyndéme f(x)
peut s'écrire symboliquement

S (x)eds nlz + &)=,
el, par suite, on a pour la dérivée d’ordre p,
Firl(z)don(n—1)...(n—p+ 1) {(z+ by—>r,
Exemple I. — Si lon suppose
ude (r + a)n, vedo (- b7,
et si I'on considére Fexpression
Foemupt— o=l et g

dans laquelle les exposants sont des indices de dérivation, lafonction y cst
indépendante de z. (ITALPuEN).

On voit, en effet, que la dérivée p' est nulle; on obtient la valeur de y,
cn remplagant z par o, ce quidonne

yewnl{a— b

Plus généralement, considérons le polyndome homogéne

n
flx, y)=byazry~ 7 biap_qxn—1y

nin—r) \
S byay =2yt -0,y n0yh;

nous pouvons 'écrire sous la forme symbolique condensée
Slz, 3y (ax + by ),

en supposant que I'on remplace, aprés le dévcloppement du se-
cond membre, les exposants de @ ct de b par des indices. On
trouve, comme précédemment,

% s nalax + by )1,
j—; o nb(ax + by -1,

On peut donc appliquer 3 un polynéme symbolique les procédés
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ordinaires de dérivation; d’ailleurs, on peut considérer des poly-
nomes contenant un nombre quelconque de variables et de sym-

boles, tels que
(ax-1 by —+cz4...)m

Lorsqu’un polyndme f(z), 4 une seule variable, n’est pas homo-
gene, on peut toujours l'écrire sous la forme homogeéne f(z, »);
il suffit, dans les résultats, de remplacer ensuite y par 1; cette re-
marque s’applique d’ailleurs aux polynémes contenant un nombre
quelconque de variables. Ainsi les propriéiés des formes homo-
génes s’appliquent aux polynémes symboliques.

Nous avons supposé que 'on peul représenter par une lettre le
symbole d’une suite de quantités données; inversement, on peut
calculer successivement les termes d'une suite définie par un
symbole. Soit, par exemple, une suite donnée

(a) Ao, Ay Aoy v, Aygy oo

on peut, de bien des maniéres différentes, calculer des suites de
nombres qui dépendent des nombres de la suite (a).
Posons, par exemple,

(1) bpb(a -+ 1)2,
¢'est-a-dire

n nin. 0 .
b,,:a,,, = T Qg+ 7[ — @Rp—3 ... @y,

1

Nous allons montrer que I'on peut introduire, dans la relation (1),
une variable quelconque z; en effet, soit f(x) un polynéme quel-

conque
J(x) = poxt+ pranl dpyxi—24-. .. p, 20,

noas avons, d’aprés la formale (1),

by, (a +1)",
boyd(a + 1)1,

L I L I

by, <e(a + 1)2,
by fala - ),

bo “i" aD-
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En multipliant respectivement ces égalités PaT Doy Doy P2yevy P
et ¢n ajoutant, 1l vient

(2) S(bYde fa+1).

Cette relation subsiste, quelle que soit la fonction entiére £(x).
Nous pouvons donc écrire les égalités

S By f (a+),
S ()2 f(a t ),

3 3"

207 31 g

il vient, en ajoutant et en lenant compte dz la formule de Tay-
Lom, I'égalité symbolique

J(a+byela f(z+a-+1).

Ce procédé d’extension d’une égalité symbolique s'applique
évidemment 4 une fonction d'un nombre quelconque de variables
et de symboles. Ainsi, dans la formule précédente, on pourra
supposer que 3 représente un symbole au lieu d’un nombre.

Non seulement les formules symboliques déterminent des
nombres par des relalions avec des nombres donnés a Vavance,
mais clles peuvent servir & déterminer les termes successifs d’une
suite inconnue. Ainsi, par exemple, la formule

(B +1)" — Breks o,

pour n>>1, en supposant By, =1, B, = — i; permet de déter-

miner successivement des nombres B., By, B,, ..., et ainsi indé-
finiment; nous verrons plus loin que ces nombres sont fort impor-
tants dans les développements de UArithmétique et de I’Algebre ;
on les appelle nombres de Berwourrr. Nous devons ajouler que,
pour la simplification des raisonnements et des formules, il nous
a paru indispensable de modifier légérement les notations ordi-
naires de ces nombres.
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122. Du symbole exponentiel. — Au lieu de metire en évi-
dence, dans le développement de f(z), les coefficients du bindme,
on peut y mettre telle suite réguliére ouirréguliére de coefficients
donnés a ’avance; ainsi, par exemple, nous pouvons toujours
écrire un polyndme f(z), de degré n, sous la forme

_ &y dy , a3 . ay
f(x)_a0+1—!z—+—2—!-z + gy e+ ...+rT!r”.
Nous désignerons ce polynéme par la notation condensée exp ax,
que nous appellerons la forme symbolique exponentielle. Nous
allons d’abord donner les dérivées successives d'un polyndéme

écrit sous cette forme. Soit donc

flx) <2 expax.

En supposant le polyn6me développé el en prenant la dérivée, on
vérifie immédiatement que 'on a

f(zyoa expaxz,

S (z)ytatexpax,
et, en général,

fPzx JsaPexpaxr.

Le développement de la puissance d’'un bindéme peut s’écrire
sous la forme exponentielle; ainsi, sil’on désigne par p, le nombre
des arrangements simples de p lettres prises n & n, c¢'est-a-dire
si 'on pose

Pr=pp—1)...(p—n+1),

on a la formule
(1+z)pduexppr;

on a, de méme, pour d’autres valeurs de 'exposant,
(1-+x)? < expga;
(1+a) dexprux;
supposons r=p + ¢; la formule du binéme de VanpERMONDE
peut s'écrire sous la forme condensée
m ra S (p +q)%;
et, par suite,

(2) exppx X exp gz ®exp (p+ q)z.
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D'ailleurs, puisque les développements des binémes de Newrox
et de VaANDERMONDE ne reposent que sur la régle des exposants, a

savoir
Pm .pr= Pnz+n]

il en résulte que l'identité (2) subsiste pour deux polynémes ex-
ponentiels quelconques, exp pz et exp gz, et que le produit de
ceux-ci est un polyndéme exponentiel, exp rz, dont les coefficients
se déterminent par la formule (1).

Le théoréme précédent s'applique au prodait d’un nombre
queleonque de polynémes exponentiels, et ainsi

exp(ax).exp (bz).exp(cz)t exp(a -+ &+ c)a,
expax.expbr.expexr.expdrebexp(a+6+c+d)z.

Cependant, on doit observer que, si deux polyndmes deviennent
identiques, on n’a pas le droit d’écrire

(expax)iduexp 2ax;

mais il faut calculer les coefficients & du carré de la forme expawx,

par la relation
breta (a + a')n,

en considérant d’abord comme distincts a et @', et en remplagant
ensuite, dans le résultat final, a® et a'? par a,.

123. Probléme des rencontres. — Nous appliquerons les mé-
thodes du calcul symbolique a plusieurs problémes sur les per-
mutalions et, en particulier, au célébre probléme du chevalier
de MoxTmorT, traité par EuLEr, et connu sous le nom de probleme
des rencontres. 11 s'agit de déterminer le nombre des permuta-

tions de n éléments
@y, Aay .-y Any

dans lesquelles aucun élément n’est placé 4 un rang égal a son in-
dice. Ce probléme revient évidemment & déterminer le nombre
des permutations figurées (probléme des tours, n® 43), dans les-
quelles il ne se trouve aucun élément sur l'une des diagonales,
telle que ad’ (fig. 68).

Désignons par Q, le nombre des permutations dans lesquelles
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aucun élément n’est & son rang naturel, et par P, le nombre
total »! des permutations. Soit & I'une des (n — 1) positions de la
tour, sur la premiére colonne, la case @ du coin étant exceplée,
d’aprés I'hypothése. Nous devons considérer deux cas, suivant
que, dans la ligne inféricare, il y a une tour ¥’ symétrique de & par
rapport 4 la diagonale aa’, ou en une autre position quelconque ¢.
Dans le premier cas, en supprimant les lignes ct les colonnes con-

Fig. 68.

LA
b ¢

Probléme des rencontres.

tenant b et &', 1l reste un ensemble de cases qui correspond, dans
la question présente, & un échiquier de (n — 2) cases de coLé.
Dans le second cas, ¢échangeons les colonnes contenant & et ¢;
alors ¢ vient en a, et b sur une case non située sur la diagonale;
par suite, en supprimant la premiére ligne et la premiére colonne,
il reste une solution sur I'échiquier de (n — 1) cases de c6té; on a
donc la relation de récurrence

(1) Qu=(n—1)[Qu—1+ Qn-s].

On trouve ainsi successivement, pour les premiéres valeurs

de n,
nlo, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 7 8,
Qul1, o, 1, 2, 9, 44, 265, 1834, 14833,

On observe immédiatement, pour les premiéres valeurs de n,
en divisant chaque nombre Q par le précédent, la loi suivante

(2) Qn=nrQu—r+ (1)
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nous allons démontrer que cette relation est générale. En effet, si
dans la relation (1) nous changeons n en (2 +4-1), il vient

Qn+1 =n (Qu+ Gn_y);
en retranchant de la précédente, on trouve
Qrir={(rn+1)Qa+(—1)r+1;

c’est précisément la relation (2), dans laguelle on remplace n
par (n--1). Ainsi, cette formule est générale. Fn divisant ses
deux membres par P, == n!, nous avons

Qn, an‘l (_— l)”
~7 = -+ ;
Pu, P,l,1 Prz

si lon fait successivement n=12,3, 4, ..., et si on ajoute les
égalités obtenues, il vienl

Qu _ 1 -

1 1 (— 1
= vy — o e . e ———
P, 2l 3! 4! n!

La méthode précédente ne différe de la solution donnée par
Evier que par la forme géométrique (). Nous exposerons une
autre méthode fondée sur le calcul symbolique; cette solution,
trés remarquable par son élégante simplicité, est due & M. Nev-
sERG (voir Mathesis, t. I, p. 25).

Considérons I'ensemble de toutes les permutations, ¢’est-a-dire
de toutes les solutions du probléme des tours, en nombre P,,. Parmi
celles-ci, le nombre des solutions ne contenant aucun élément &
son rang, c’est-d-dire aucune tour sur la diagonale, est, par défi-
nition, égal & Q.. Le nombre des solutions contenant une seule
tour sur la diagonale est, comme on le voit en supprimant la
ligne et la colonne contenant cette tour, 2Q,_,. En général, le
nombre des solulions qui contiennent p tours sur la diagonale est

(') Recherches sur une nouvelle espéce de carres magigues (Mémoires de la
Sociéte des Sciences de Flessingue, t. IX; 1779). — A propos de la relation (2 ),
EULER ajoute : « Mais je dois avouer que je n'ai trouvé la propriété de déterminer
chaque nombre par le seul précédent que par induction, et je ne vois pas trop
bien comment on pourrait la déduire de la nature de la série. » Cette difficulte,
signalée par EULER, a été résolue par M. NEUBERG.
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égal au produit de Q,_p par le nombre des maniéres de placer
p objets sur n cases, ou le nombre C/ des combinaisons de n ob-
jets pris p & p. Enfin le nombre des solutions contenant n tours
sur la diagonale est 1; par conséquent, en posant convention-
nellement Qy=1,0na

) n . onln—ru),

t n= Qu -+ n Qrzfl TV, Qn—z—i— e E QQ,
ou, symboliquement,

Preda (Q -+ 1)";

ainsi, les symboles P et (Q 4+ 1) sont équivalents dans les for-
mules algébriques; on a donc, avec une variable z, I'identité

(P4 a)nefa(Q + 1521,
et en supposant x -=—1, il vient
Oreta (P 1% au Q,eMAnP,.

Plus généralement, si'on désigne par A7 le nombre des arran-
gements simples de m éléments pris n 4 n et par B}, le nombre
des arrangements discordants avec un arrangement, c’est-a-dire
des arrangements tels qu’aucun des éléments n’occupe la méme
place que dans l'arrangement donné, on a encore les {ormules
smvantes, indiquées par M. Neusere :

n . PR —- —_ .
Al e (1 - u)n, avee twy == BRZR,
Bl ea{r — o), " T G

/3 1 —
B2 et n! exp(— w), » wp — ChP,.

Apres le développement des seconds membres, on doit rem-
placer les exposants de u, ¢, o par des indices, puis up, ¢p, ¥p
par les valeurs indiquées, C désignant des combinaisons simples.

Ezemple 1. — Développer l'expression (Q, : P,) en produit continu.
On déduit des formules (1) ct (2)

Qn _ Qa—s Qn

|)n - Pll-—l ’ Qn-‘(:[)_";
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par suite, en remplagant successivement n par 2, 3, ..., n, el en multi-
pliant, membre a membre, les égalités obtenues, il vient

Q.
Qn—(—1)%

Ce calcul a é1¢é indiqué par M. Hermes (Archives de GRUNERT).

Exemple II. — Probléme des ménages. — Des femmes, en nombre n,
sont rangées autour d'une table, dans un ordre déterminé; on demande
quel est le nombre des mani¢res de placer leurs maris respectifs, de telle
sorte qu'un homme soit placé entre deux femmes, sans se trouver & cOLé
de la sienne?

Le probléme revient évidemment i déterminer le nombre des permuta-
tions discordantes avec les deux permutations

I, 2, 3; 4: et ("’—[)a n,
5

b}
2, 3. 4, b, .. n, 1,

¢’est—a-dire a déterminer le nombre des maniéres de placer n tours sur
I'échiquier, de telle sorte que ces tours ne soient pas mutuellement en
prise, et ne se trouvent pas situées sur les cases de la diagonale ascen-
dante A, ni sur celles de la paralléle immédiatement au--dessus, ni sur le

coin inférieur 3 droite.

Nous ne connaissons aucune solution simple de cette question, dont
I'énoncé donne lieu 4 I'étude du nombre des permutations discordantes
de deus permutations déja discordantes et, plus généralement, du nombre
des permutations discordantes de deux permutations quelconques.

124. Des permutations figurées, symétriques par rapport & une
diagonale de I’schiquier. — Nous commencerons par déterminer
le nombre D, des permutations qui sont symétriques par rapport
a la diagonale aa’ (fig. 69). Deuxcas peuventse présenter, suivant
que la tour placée dans la premiére colonne est au coin a de la
diagonale, ou en &, case quelconque de cette colonne autre que a.
Dans le premier cas, cn supprimant la ligne et la colonne qui con-
tiennent &, il reste un échiquier de (n—1) cases de c6té. Dans le
second cas, 4 la tour & correspond nécessairement la tour &', sy-
métrique par rapport a la diagonale. En supprimant les lignes et
les colonnes qui contiennent b et #, il reste un ensemble de cases
que Uon peut considérer comme celles d'un échiquier de (n—2)
cases de colé; mais b peut occuper (n — 1) places. On a donc la re-
lation de récurrence

(l) DHZDR_1+(R_])DE_2,
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ou, en posant D, = u,, et en changeant n ¢n (n +4-1),
(2) Au, =nu, y;

et, en général,

LWACONNEFACON
Au —  du

On troave, par un calcul direct, les valeurs suivantes :

njo, 1, 2 3, 4s 5‘, 63 75

8
, 2 4, 1o, 26, 76, 232, 764,

La relation (1) ne permet pas d’oblenir facilement D, en fonc-
lion de 7; mais on y parvient de la maniére suivante. Lorsque, dans
une solution quelconque Dy, symétrique par rapport a la diago-
nale @a’, on échange les colonnes contenant deux positions symé-
iriques, telles que & el &', et qu'on fait la méme opération pour
tous les couples de positions syméiriques, on replace toutes les
tours sur la diagonale aa’. On voit donc que le nombre des solu-
tions, dans lesquelles toutes les tours, a I'exception de deux, sont

Fig. 6g,

a b

situées sur la diagonale, est le nombre des combinaisons simples C2;

"
on voit ensuite que le nombre des solutions dans lesquelles toutes
les tours, 4 I'exception de quatre, sont situées sur aa’, est

1
CiC2_, -
I.2 n-ne—-32

puis on reconnait que le nombre des solutions dans lesquelles
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loutes les tours, & exception de six, sont situdes sur la diago-
nale aa’, cst
1 ~
TGl Ghy,

et ainsi de suite. On a donc

1 1 _ 4 5
D,lzt—luIC?ﬁ;——1 2C}zC,%;.pv CzC2 ,C;

1
1.2.3
c'est-a-dire

i'_l_(vn!_ll;])_l_ n(n—n(n—a)(n-—-3)

’

2 2.0
n(n—1)(n—2){n 7»3)(nﬁ—-4)(n——5)*L

2.4.0

D,=1+

+

ou encore, sous forme symbolique exponentielle,

Agr
D, & expaz, avec @, = -ﬁ) .

125. Des permutations figurées qui sont symétriques par rap-
port aux deux diagonales de l’échiquier. — Nous observerons
d’abord que toule solution symétrique par rapporl aux dcux dia-
gonales est symétrique par rapport au centre; inversement, toule
solution symétrique par rapport au centre et & l'une des diago-
nales I'est aussi par rapport a 'autre diagonale. [l suffit donc de
considérer I'échiquier pair de 2 n cases de cdté, et, si 'on désigne
par B lec nombre des solutions, on a

B?n—q—l — Bin .

1l existe nécessairement une tour sur la premiére colonne; sion
la suppose en un coin, @ ou b (fig. 70), il en résulte la position
d’une seconde au coin opposé @’ on 4. Mais si Uon suppose la
tour de la premiére colonne i une case & (fig. 71) distincle d’un
coin, il en résulte la position de trois autres tours en &, ¢, ¢’. Donc,
en supprimant les lignes et les colonnes qui renferment des tours,
il reste, dans le premier cas, un échiquier de (27 ~2) cases de
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¢Oté, et, dans le second, un ensemble de cases que 'on peut con-
sidérer comme un échiquier de (2n — {) cases de coté; mais,

Fig. 7o.

a &

dans le second cas, 6 peut occuper (22 — ) positions. On a donc
l[a relation de récurrence

BZn =2 B2n.—2 = (zn - 2) BQu-&

b

On trouve ainsi, pour les premiéres valeurs de », les nombres
suivants :
nlo, 1, 2 3, 4, 5 6, =~ 8,

B, |1, 1, 2, 2, 6 6, 20, 20, 76.

126. Des permutations figurées qui sont symétriques par rap-
port & une diagonale et qui n’ont aucune tour sur cette diago-
nale. — Nous désignerons par T, le nombre des solutions pour
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léchiquier de n cases de c0té; il est évident que le probléme ne
comporle aucune solution pour n impair; d'autre part, on voit fa-
cilement, par la considération de la fig. 69, que 'on a

Ty, = (20 —1) Ty 03
par suile,
Ty, = 1.3.5.. (20 —1),
ch
Tl):- 1. Tg"+1 = .

Nous avons obtenu précédemment (n° 124) le nombre D, des
permutations figurées qui sont symétriques par rapport i une dia-
gonale. En appliquant le raisonnement de M. Neuserc (n° 123), an
cas qui nous occupe, on trouve la formule symbolique

Du,_i_,(r[‘_'_l)u,
et, par suite {n® 121),
an__n__,(D__#[)H.

127. Des permutations figurées qui sont symétriques par
rapport au centre et qui n’ont aucune tour sur une diagonale. —
Désignons par S, le nombre cherché pour I'échiquier de n cases;
on a d’abord, pour I'échiquier impair,

S?rH—! - 0.

Lorsque le coté 22 de I'échiquier est pair, on a trois cas & con-
sidérer :

1° La tour de la premiére colonne, a gauche, estau coin qui ne
fait pas partie de la diagonale considérée 7 ; alors, en suppri-
mant les bords de ’échiquier, il reste un échiquier de (2n —2)
cases de cHté; on a ainsi S,,_, solutions.

2° La tour @ de la premiére colonne n’étant pas dans un coin
peut occuper (27 — 2) places; s'il existe, dans la ligne inférieure,
une tour a’ symétrique de a par rapport a la diagonale 7, la sup-
pression des lignes et des colonnes, contenant a, @' et les cases
symétriques par rapport au centre, donne un ensemble de cases
qui correspond 4 I'échiquier de (2 n— 4) cases de c6té; on a ainsi
(2n —2)S;,_4 solutions.

3° La tour est en a et la tour de la ligne inférieure n’est pas la
symétrique de « par rapport i la diagonale; alors on échange les
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deux colonnes, comme au n° 123, ainsi que les colonnes symé-
Lriques par rapport au centre, et 'on supprime les bords de 1'échi-
quier; il reste alors un échiquier de (2n — 2) cases de cbté ; d’ail-
leurs @ peut occuper (22 — 1) places. On a donc

Sep = (2rn—2)Sg_o+ (2n Z)Szn—'o'

Par la méthode de M. Neusere, on trouvera, comme au n® 123,
Iidentité symbolique

G2 et (S21- 1), avec  Sy=1, Gy =1,

dans laquelle G, désigne le nombre des permutations figurées qui
sont symélriques par rapport au centre de I'échiquier (n° 43,
Ez. II). Ainsi les symboles G2 el (S?--1) sont équivalents, et

I'on a
Qe ﬁ(GQ_ 1)

ou, en se reportant 4 la valeur de .,
) 1y

n . ,
Ssp = 220! — 1—2”-‘1(12 — Ol (),
d’ailleurs, on a encore
Gy, = 22P,,. et S et (g P - 4.

128. Des permutations figurées qui sont symétriques par rap-
port aux deux diagonales de l’échiquier et qui ne contiennent
aucune tour sur une ou deux diagonales. — Nous désignerons
respectivement par U, et par V, les nombres des permutations
qui ne conlicnnent aucune tour sur une diagonale, ou sur deux
diagonales, dans I'échiquier de n cases de cotés. On a d’abord

U‘2u+1 = O Vin T 0. v? = 0.

En se servant des méthodes employées précédemment, on oh-
tient les formules de récurrence

Uzu = U:uz—‘.! + (2n —2) U2u—4:
Vo == (an — 2}Vouos,
d’ou 1'on déduit
Vie =2.6.10...(jn—2),

Vint: = 0.
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Parl'analyse de M. NeusErc, on obtient les identités symboliques

B2fz,___,1=,(U2+ ),
Lian ;.A.‘(Bﬁ__ I)”’,

el aussi
U?rr,__,ﬂ___,(vz - I;)”,

V:’!n ;__AE(UI___ I)”;
enfin, par comparaison avec les précédentes,
B ey (V2 o).

n résumé, les permutations figurdes étant désignées par les notations
suivanles

P, permutations figurédes;

G, symétriques au centre;

D, symétriques & une diagonale;

B, symétriques aux deux diagonales;
R, symétriques par rotation d’un quart;

on forme, pour les premiéres valeurs de r, le Tableau :

|
" P, G, D, . B. | R,
0 [ I 1 1 I
T [ 1 i i 1
2 2 A R 2 0
3 G 2 4 2 o
4 24 8 10 6 2
5 120 8 26 6 2
G 720 48 Z6 20 0
7 5040 48 239 20 o
5 40320 384 64 —6 12
9 3 62880 384 2620 76 | 42
Io 36 28800 3840 9496 3r2 0
I1 399 16800 3840 33696 312 o
12 I 479001600 | 46080 | 140152 1384 | 120

On peut facilement déterminer e nombre des solutions primordiales,
en ne considérant pas comme distinctes les solutions que I'on peut déduire
J'une premiére par rotation de Péchiquier pour un ou deux quarts de tour,
ou par symétrie par rapport a l'une des médianes, ou & Fune des diagonales
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de I'échiquier. Nous désignerons par Ja letire grecque correspondante le
nombre des solutions primordiales de chacun des groupes précédents.

En exceptant I'échiquier d’une case, toute solution bisymétrigue soil
par deux diagonales, soit par rotation d'un quart de tour, donne une autre

solution; on a donc
Bu:'lpny Rp==20,.

Toute solution monosymétrigue, c'est-a—dire symétrique par rapport au
centre ou par rapport & une seule diagonale, en produit trois autres; mais
on doit tenir compte des solutions bisymétriques; on trouve ainsi

4811.'*'431'1:2]3"; 4"{nf G,-,—B“—Hu;

ce qui détermine y,; on a ensuite

s

17 ~ 1 1
@ll:f]—‘lu RPa = Rna Op = EDn_ 2Bu-

Sia, désigne le nombre des permutations primordiales qui ne présentent
aucun caractére de symétrie, on a, puisque chacune d’elles en donne huil.

Ba,+ 4 an“‘ 4~(n+ 4 311+ 200 = an
et ainsi
8a,=P,+ B,— G,— Dy
Enfin, le nombre total s, des solutions primordiales est

Tp = %n 1~ Sn—“‘ Yn— Oun-t Qu-

On forme ainsi, pour les premiéres valeurs de n le Tableau suivant :

7. &, 8, Yo B G s,
2 0 o o I 0 1
3 0 1 0 1 o 2
4 1 2 o 3 1 7
5 9 10 0 3 1 23
6 70 28 7 o 0 115
7 571 106 i io o 694
8 4820 344 74 38 6 5282
g 44676 1272 74 38 6 460606
I0 4 hoBa4 4592 382 156 o 4 56454
11 49 80274 | 17692 882 156 o 49 99004
12 598 34748 | 69384 11144 692 6o | 599 16028

Il nous reste 3 donner les valeurs numériques des solutions qui corres—
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pondent aux premiéres valeurs de n pour les permutations restreintes,
¢'est-a-dire des permutations figurées qui n’ont aucune tour sur I'une des
diagonales, ou sur les deux. Nous laissons au lecteur le soin de déterminer
les nombres des solutions primordiales correspondantes.

Q. permutations figurées simplement restreintes;

S, symétriques au centre et restreintes par une diagonale;

T, symétriques et restreintes par une diagonale;

U, symétriques aux deux diagonales et restreintes par I'une d'elles;
V. symétriques et restreintes pour les deux diagonales.

n. Q,. S,.. T, U, | Va
o I 1 1 1 1
L o 0 [¢) 0 O
2 i . | 1 0
3 2 ] [§] 0o [§)
4 9 5 3 3 2
5 44 0 0 0 o
6 265 29 15 7 v
- 1854 0 0 o 0
8 14833 233 103 25 12
9 1 33496 o 0 o o
10 13 34961 2329 945 81 o
11 116 84570 o 0 o o
12 | 1762 14841 | 27919 | 10395 331 | 120
Exemple I. — Déterminer le nombre des permutations figurées, symé-

triques par rapport a une diagonale de I'échiquier, et n'ayant aucune tour
sur l'autre diagonale,

Exemple II. — On considére la suite
1, 1, 2, 8, 5o, 418,
dans laquelle &y = u; =1, et
Up=(20—1) Upy — (R —1) Up—g;
démontrer que I'on a

oy, =145. 0L+~ 10.5.C) +1.5.9.C3+ ...,

( SYLVESTER).
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CHAPITRE XIV.

SOMMATION DES PUISSANCES NUMERIQUES.

Nous exposerons dans ce Chapitre les principaux résultats sur
le Calcul des sommes, que l'on appelle improprement Calcul in-
verse des différences. Ce calcul a pour but de déterminer la
somme des valeurs numériques que prend un polynéme donné,
lorsque I'on y remplace la variable par des nombres en progression
arithmétique. En particulier, ce calcul donne la somme des
puissances semblables des termes d'une progression arithmétique;
plus particuliérement, il donne la somme des puissances sem-
blables des nombres entiers.

Lasomme des carrés des premiers nombres entiers était connue
d’Arcuiving, qui en a fait I'application  la détermination du vo-
lume de la pyramide et de I'aire du segment, dans la parabole et
dans la spirale. On la trouve aussi dans les ouvrages des géomélres
de I'Inde, et dans le Liber Quadratorum de Fisonaccr. Les géo-
metres indiens ont encore donné la somme des cubes des n pre-
miers nombres, au moyen d’'une méthode fort originale que nous
avons développée,

Le second procédé de sommation est celui de Fenmar; il est ge-
néral. Pour trouver la somme des valeurs numériques que prend un
polynéme f{x) lorsque l'on remplace la variable x par des entiers
consécutifs, Fenmar développe le polynéme S(x) sulvani une
somme algébrique de factorielles dont les facteurs représentent
des suites d’entiers consécutifs (n° 102), telles que

z, xlx+1), z(x-+i1)(xr-+2), z(x-+1)(x+2)(x+3), .

.

ce procédé est le plus simple et le plus rapide, puisqu’il ne sup-
pose que la théorie de la division algébrique. En appliquant a ce
procédé la formule d’interpolation de Newron (n° 108), on obtient
facilement le développement de f() en somme de factorielles
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conséculives, et ainsi, au moyen des formules du n° 37, on peut
calculer rapidement

/(=) EXf(%), EEZf(w),

pour des valeurs entiéres et conséeutives de x, en progression
arithmétique. Nous développons plus loin, au n° 137, la théorie
générale de ce procédé.

Le troisitme procédé a été exposé par Pascar, dans son Traité
de la Sommation des puissances numériques. 11 consiste i cal-
culer successivement, par récurrence, les sommes des puissances
semblables des termes d’une progression arithmétique au moyen
de toutes les sommes des puissances dont les exposants sont plus
petits. Cest le procédé qui est habituellement employé dans tous
les cours de Mathématiques; cependant, bien que nous I'ayons
beaucoup perfectionné, il est notablement inférieur au procédé
de Fenwar, et & celui de Jacoues Bernovrrr, dont nous allons
dire quelques mots.

L.a somme des puissances semblables, d’exposant n, des z pre-
miers termes d'une progression arithmétique cst un polynéme de
degré (n—+ 1), en z, ainsi qu'on le déduit immédiatement des
deux procédés que nous venons d’'indiquer; mais, si 'on met en
évidence, dans le développement de ce polyndme, les coeffi-
cients de la puissance correspondante du bindme, on parvient 3
la connaissance d’une suite unique de nombres, que Pon appelle
nombres de Bernoulli, qui se reproduisent pour tous les expo-
sants. Ce fait remarquable permet alors d’établir des formules
générales pour les sommations des puissances numériques.

Eufin nous rappellerons le procédé indiqué par Aser, qui donne
licu & des formules intéressantes; mais c¢’est un procédé détourné
que nous avons expliqué au n° 114 (£z. /).

129. Sommation des carrés et des cubes. — Nous désignerons
par Sy, 5,, 33, ... les sommes des » premiers nombres entiers, de
leurs carrés, de leurs cubes, .. .. Pour obtenirla somme des carrés,
on part de 11denlité

(1) nt=(n—1yn-+n;

st 'on y remplace successivement n par 1, 2, 3, ..., n, et si I'on
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fait la somme des égalités obtenues, i vient par la formule de
sommalion des factorielles (n® 37)

Se={{n—1)n(n -+ 1) +3r(n-+1);
en simplifiant, on trouve la formule déja obtenue {n® 39)
Sp=in{n+1)(2n+1).

Pour avoir la somme des cubes, multiplions le premier membre
et le dernier terme de U'identité (1) par n, et le premier terme du
second membre par (n— 1" - - 1. afin d'introduire des factorielles ;
it en résulte 1'identité

(2) m=(r—un(n+i1)+n;

si l'on y remplace successivement n par 1, 2, 3, ..., n,etsilon
fait la somme des égalités obtenues, il vient

Sy=1(r—n(n-+1){n+2)+ia(n+1);
en remplacant n(n - 1) par 28,, et (n —1){n--2) par (25, —2),
832(51)2.

Exemple I. — On partage la suite des nombres impairs en groupes con-
tenant respectivement 1,2,3, ..., p termes; trouver la somme des p termes
du groupe de rang p. X

Le groupe de rang p est une progression arithmétique de raison 2, con-
tenant p termes et dont le premier a pour expression

1+ L’;_M.Z

2 ou pr—p-41;

la somme des termes de ce groupe est donc égale a p3. Cette propriété a
été indiquée par NICOMAQUE, de Giérase (100 ans environ aprés J.-C.). Par
suite, la somme des » premiers cubes vaut la somme des Sy premiers
nombres impairs, nombre égal a celui des termes des p premiers groupes;
ainsi, encore, on démontre que S; = (8,)%

Ezemple II. — On partage la progression arithmétique commengant
par 1 et de raison (g —2) en groupes contenant respectivement 1, 2, 3,
4s ..., p termes; trouver la somme des termes du groupe de rang p et la

somine des termes des n premiers groupes.
On trouve, pour le groupe de rang p,

e iplpn)

Py — 5

par conséquent, si I'on fait la somme de tous les termes renfermés dans
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les n premiers groupes (leur nombre est ¢égal au polygonal de g cotés
dunt le rang est le niéme triangulaire 8,), on obtient le carré de ce trian-
gulaire 8,, augmenté du triangulo-triangulaire de rang (2 — 1) multiplié
par 3(g — 4). En d’autres termes,

n{n-=+1)]*2 fn—nn{a0n-+
[ 2. ] +3g —4) 1.2.3.4 ’

Le théoréme précédent est une interprétation d’un passage obscur de
FemuaT, qui se trouve a la suite de la proposition 27, livre II, de 'Appen-
dice de Bacuer aux nombres polygonaux (voir notre Mémoire: Sur un
théoréme de ' Arithmétique indienne, publié dans le Bullettino di Bi-
bliografia, t. IX; Rome, 1876).

Ezemple III.— On partage la progression arithmétique commengant par 1
et de raison 4, qui produit les nombres hexagonaux, en groupes contenant
respectivement 1, 3, 5, 7, ... lermes; trouver la somme des termes du
groupe de rang p.

Ce groupe est une progression arithmétique de raison 4, contenant
(2p —1) termes, dont le premier est

L dlp — 0%
par conséquent, la somme des termes de ce groupe est
[i+4(p—1)2+2(2p—2)](2p—1), ou (2p—1)
On en déduit que la somme des n premiers cubes impairs est égale au
nombre hexagonal de rang n?, c’est-a-dire a n?(2n2—1).

Exemple IV. — On partage la suite des nombres entiers en groupes
contenant respectivement 1, %, 3, 4, ... termes; démontrer que la somme
des termes renfermés dans les » premiers groupes de rang impair est
égale 4 n*.

Ezemple V. — Pour quelle valeur de » la somme des carrés des (n +1)
entiers consécutifs, dont le dernier'est 22, vaut-elle la somme des carrés
des n entiers suivants; quelle est cette somme?

On doit poser

(z—nlPi{x—n+ 1)+ . (2 — 1)+ x?
=(x+1)+(z +2)2+... = (x+ n)
c’est-a-dire

p=n =
z2= 2 [(JCTP)Q*—(:”—P)?]=FE4P”’
p=1

p::i
d’ou I'on tire
x=an{n+1);
la somme de ces carrés est

(1an? 120 +1)3,.
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130. Sommation des bicarrés. Reprenons 'identité

n=(n—uyn(n-+1)}+n;

multiplions par . le premier membre et le dernier terme du second
membre, et par (n + 2)— 2 le premier terme du second membre,
afin d’obtenir des factorielles; il vient

nt=(n—1nn(rn+1)(n+2)—a(n—0n(n + 1)+ n.

Remplacons successivement n par 1, 2, 3, ..., n, et ajoutons
les égalités obtenues; nous avons

Si=f(rn—nnrirnt+1)n+2)(n+3)—in—Dn(n+1){n+2)+ Sy;

remplagons n(n + 1) par 28,, et (n —1)(n + 2) par (25, — 2), il
vient tout de suite
58y=(4n +2)(8;)? —8,,

el encore, en remplagant (4n + 2)8; par 68,,
584: 52(651—1)

La premiére des deux formules précédentes a été donnée par Fermar
dans sa lettre & RopErvaL du 4 novembre 1636 : « Si vous multipliez le
quadruple du plus grand nombre augmenté de 2 par le carré du triangle
de ce nombre, et si du produit vous retranchez la somme de leurs carrés,
vous obtiendrez la somme quintuple de leurs quatriémes pnissances. i
semble que BacHET, dans son Traité des Multangulis, n’a pas voulu tater
ces questions, aprés avoir fait celle des carrés et des cubes. Je serais bien
aise que vous vous exerciez pour trouver la méthode générale, pour voir
si nots nous rencontrerons. »

Avant FERMAT, la somme des n premiers bicarrés a été donnée par le
médecin Diascrip BEN Mas'ouD, qui prit part a la rédaction des Tables as-
tronomiques I’OvLovG-Bee. On lit dans un manuserit conservé au British
Museum, daté de 1589 (gg7 de I'hégire), un passage qui a été traduit
ainsi @ « Si nous désirons connaitre la somme des bicarrés, nous retran-
chons 1 de la somme des premiers nombres et nous prenons constamment
lIc cinquié¢me du reste; nous I'ajoutons a la somme desdits nombres et nous
multiplions ce qui en provient par la somme des carrés des mémes nombres. »
On a done

84: <515_[ -+ Sl) Sg,
/

formule équivalente & celle du texte, et préférable dans I'application a
celle de FEryat, puisqu’elle donne le quotient de S, par S,.
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Cependant, ¢’est & FErwar que Pon doit le principe de la méthode gé-
nérale pour trouver les sommes des puissances semblables des nombres en-
tiers. I dit encore, dans la lettre que nous venons de rappeler : « /I faut,
étant donné un nombre, in progressione naturali, frouver la somme
non seulement de tous les carrés et cubes, ce que les auteurs qui ont
derit ont déja fait, mais encore la somme des carré-carrés, des carré-
cubes, etc., ce que personne que je sache n’a encore troucé, et pour-
tant cette connaissance est belle et de grand usage, et n'est pas des plus
aisées; j'en suis veru & bout avec beaucoup de peine. »

Ezemple I. — La somme allernée des carrés des 2 n premiers nombres
impairs est égale 3 —8n2,

Lwemple 11. — On partage la suite des nombres impairs en groupes
tels que le n*™ groupe ait (r + 2+ 3 ...+ 1) termes; la somme des
termes de ce groupe est égale au produit

(1+—2-—3 .. 4-n)(12-- 22+ 324 ...+ n?),

Exemple 1I1. — On partage la suite des nombres impairs en groupes
tels que le 2™ groupe ait an termes; la somme des termes de ce groupe
cst a?ns,

Kremple IV. — La somme des r® nombres entiers, qui suivent les r
premicrs, est double de la somme des n premiers cubes.

Lzemple V. — On partage la suite naturelle des nombres en groupes
tels que le n'™° ait p# termes; la somme des termes de ce groupe esl

PP =P+ 1)
20— 1)

Ewzemple VI. — Silon fait de méme, pour la suite des nombres ini-
pairs, le groupe de rang # a pour somme

pn—H (‘nn,_;_pnft - 2)
T e

Ezemple VII. — On partage la suite des nombres impairs en groupes
conséeutifs comprenant chacun un méme nombre p de termes. Quels sont
les groupes dont la somme ¢st un carré?

Ceux dont le rang est la somme dec deux carrés consécutifs.

Fremple VII. — Silon partage la suite des cubes en groupes consé—
cutifs tels que le 7" renferme n termes, la somme des termes du niéme
groupe est

YR (nt)(nt a4 3).
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Ezemple I.Y. — L.a somme des cubes pairs de rang impair, augmentée
de I'unité, est égale a un carré.

Ezemple X. — 31 'on partage la suite des cubes impairs c¢n groupes
conséeutifs tels que le a'™ renferme rn termes, Ja somme des termes
de ce groupe est n7—+ n®— n3.

Ezemple X1, -— La différence entre le cube de la somme et la somme
des cubes des n premiers nombres impairs est un carré.

Les énoncés des neuf exercices qui précédent sont dus 4 M. nE Rocorieny
(Mathests, t. V).

Exemple XII. — On considére les deux suites des » premiers nombres
entiers
1, 2, 3, s tn—2), (n—1), n,
7, (n—1), (n—2) ... 3, 2, I;

on multiplie chaque terme de la premiére par le terme placé au-dessous.
La somme des produits obtenus est égale au 2™ nombre pyramidal.

00001 o 0o O o

Fig, 72,
o o 0 | o I o
o o o o o o i 0o o
o 0 o 0 0 0 i 0o 0 o
1
|
I

| o 0o o0 0o o
Composition de la pile triangulaire.

Cette propriété résulte immediatement de la fig. 72, en faisant la
somme des unités par lignes (voir Ewx. IV, n° 80).
Erxemple XIII. — Méme question pour les deux suites

1. 2, 3, ... (n—2), (n—1), n,
(2n—1), (2r—3), {(2r—35), ..., 5, 3, 1.

On trouve la somme des carrés des n premiers nombres, comme cela résulte
de la fig. 73.

Fig, 73.
] o | 0 0] ]
0voo 00O 0oo0o0 000
00000 00000 000O0O0
000000O 0000O0O0O
} ) 000000000

Composition de la pile A base carrée.
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Ezemple XIV.— Si I'on fait 1a somme des boulets contenus dans les n
premiéres piles triangulaires, en groupant les tranches de méme rang, a
partir du haut, en trouve {n° 38)

n(n+1)(n—+—2)(n-a—33_

- — S+ (n—1)23 4 nae =
t.an -1 +2n—1)n ( ) -+ v
Ezemple XV. — En opérant de méme sur les piles & base carrée, on a
(n® 38)
. nln 4120 -2
LRt (n— =3 (n— 22 .- {n—1)2t - nat= 0
Exzemple XVI. — On considére les deux suites
T2, 2%, e (n—1)%, Rn?,
nt, (n—a)2, L 22, 12

on multiplie chaque terme de la premiére par le terme placé au-dessous:
la somme des produits obtenus est

Faln D +100—1].

Exemple XVII. — Méme question, en remplagant les n premiers nom-
bres entiers par les n premiers nombres impairs.

On trouve
fen(8nt+17).

Exemple XVIII. — Dans un jeu de dominos jusqu'au double », on reni-
place le domino (a, b) par aP - bP; trouver la somme des points obtenus
aprés cette transformation?

Considérons les arrangements complets des nombreso, 1, 2, ..., 1, pris
deux 4 deux, rangés comme dans la table de Pythagore ; remplagons chaque
nombre a par a?; en faisant la somme, par lignes ou par colonnes, on
trouve (2n -+ 2) fois la somme S, des puissances d’cxposant p des n pre-
miers nombres; ajoutons deux fois la somme S, pour les doubles. Les
dominos ayant été comptés deux fois, la somme cherchée est égale a
(n—+2)8,

Mémes questions, en remplacant le domino (a, &) par (@ + by, ou
encore par (ab)r.

Ezemple XIX. — La somme des n premiers triangulaires de rang pair
a pour expression
in{rn+1)(4r +5).
131. Méthode indienne. — Considérons la Table de multipli-
cation continuée jusqu'au produit de n par n; la somme des
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termes de la premiére ligne horizontale est égale 4 la somme

nin-+1)

51:

2

des n premiers nombres; la somme des termes de la seconde ligne
est évidemment égale au double de la précédente, oud 2S,; en
général, la somme des termes de la ligne horizontale de rang p est
égale 4 pS, ; par suite, la somme de tous les termes de la Table de
multiplication est égale a

(142+3+ ... +nr)5 ou (S0

Mais on peut encore faire d’une auire maniére la somme de
tous les termes de la table. Prenons, en effet, le groupe formé par
les p premiers termes de la Table qui se troavent dans la ligne

Fig. 74
T 2 3 " 5
2 4 6 8 | 10
3 6 9 | 1z | 15
] !
. 8 12 16 i 20
s 10 15 20 25

horizontale de rang p, ct les (p — 1) prewmiers qui se trouvent dans
lacolonne derang p. On obtient aisément pour la somme des Lermes

de ce groupe ( fig. 54)
2p(F+24+3—+ ... p)—p?,
ou, plus simplement,
P p+1)—p2, ou pi

Par conséquent, en donnanta ples valeurs successives1, R
on en déduit que la somme des n premiers cubes est égale 4 la

CHAP. XIV. -— SOMMATION DES PUISSANCES NUMERIQUES. 233

somine de tous les termes de la Table de multiplication jusqu’a
n >< n, et, par conséquent, est égale au carré de la somme S, des
n premiers nombres entiers ('),

Si I'on applique le méme procédé de sommation au Tableau
formé par les carrés des termes de la Table de multiplication, on
tronve, d’'une part, que la somme de tous les termes du Tableau
égale le carré de la somme 8, des carrés des n premiers entiers ;
d’autre part, d’apres la seconde maniére, la somme des termes du
groupe de rang p est

op2(12 02 - 32 4 L., - p2) — pt,
ou bien
Oy 2P
3 -3
Done, en faisant la somme de tous les groupes, on obtient la

formule
‘ZS;;—i— Sg: 3(32)2.

En appliquant le méme procédé an Tablean formé par les cubes
de la Table de multiplication, on obtient la formule

S7+4 Sy = ‘l(sa)q-

Cette derniére formule a été donnée par Jiconr (2).

132. Extension de la méthode de Pascal. — Considérons une
fonction entiére Af(z), égale & 1'accroissement d'une autre fonc-
tion entiére f(x), pour un accroissement de x égal i 1; en d’autres
lermes, supposons

J(r 1) = f(@) = doal -+ a TP -+ @eeP—2--. . .+ a,z°;

(*) Cetle démonstiralion se trauve, sous une forme dilférente, dans le Falhri,
traité d’Algéhre d’ALRARKHI, composé vers I'an 1o0o. Les nombres tels que 43¢5
sont représentés par des rectangles dont les colés sont égaux a quatre et cing fois
Punité.

Voir nos diflérents articles : « Sur la somme des cubes des nombres entiers »
(Nouvelles Annales de Matheématiques, 2° série, t. 1X, p. 49; — t. X, p. 79 et
1175 1870). — L’Arithmétique en Bitons (Nature, 1887),

(*) Driefwechsel zwischen Gauss und ScHUMAGHER, t. V, p. 299 {A\ltona,
1863 ).
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remplagons successivement x par 1, 2, 3, ..., (z —1), et faisons
la somme des égalités obtenues

J(2)— fQ) = ay. 1P+ . P11+ a1,
J3r—f(2) =a;.2F @ 2P - = ap.20,
S — f(3) = @y 3P+ @y 30 a3,
J(@)—flz—1)=az—nr+... +ap(x —1).

En désignant par S, la somme

Sp=1P+ 2P+ 3P-4-.. —(x—1)P,
il vien:
f(.’r)ﬁf([): dy Sp—|— a SP"1+' o apSu.

Sous la forme symbolique, on a V'identité fondamentale
(1) S(@) = (1) e f(S + 1) — f(S).

Supposons, plus particuliérement, f(x) égal a V'une des trois
expressions

(z —1)P, 2P, (22 —1)¥;

nous obtenons les trois formules symboliques

(2) 5P — (S —1)Peta(r —1)P,
(3) (8 +1)p—Spefagr—1,
() (28 +1)?— (28 — P2 —)P—1 {1).

Ces formules permettent de calculer successivement 3,, S,,
S84, ..., Sp_4, par récurrence. La derni¢re des trois formules pré-
cédentes permet de calculer les sommes S pour des indices qui
croissent de deux en deux. Dans le méme but, on peut encore
employer les deux formules suivantes obtenues par addition, et
par soustraction, des formules (2) et (3)

15) (341 — (S ~1)Peho P4 (xr —1)P—T,
(6) (S+0)?P+(S —1)p—a2Sredyzp—(z—1)P —-1.

(+) Cette formule a été obtenue, sans le calcul symbolique, par M. GILBERT, au
moyen de I'Analyse infinitésimale (Nouvelles Annales de Mathématiques,
2* série, t. VIIL, p. 437; 186g).
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Enfin, si 'on remplace f(z) par

z(x+1){(x-+2)...(x+p—1),

(x—nz(zx+1).. . (r—p—2)

dans la formule fondamentale (1), on a encore les formules sym-
boliques de récurrence

(7)) pS+0(S-+2). . (S+p—1dex(z+1).. (#+p—1)—p!
(8) pS(S+1...(S+p—2)eh(z —Dzx(z+D...(x+p-—-2)
133. Propriétés des polynémes S,. — On voit d'abord, au
moyen de I'une quelconque des formules précédentes, que S,_;
est un polyndéme en x de degré p, et que le coefficient de zP est

T r s . - r , L4
—; ce résultat a été indiqué par Pascav dans son Traité sur la
P

Sommation des puissances numériques. Ces formules montrent
encore que le produit p! S, , est un polynéme a coefficients
entiers. Mais on obtient, en méme temps, plusieurs autres pro-
priétés importantes des polyndmes S,, au moyen des formules
de M. Rapicke, que Pon déduit immédiatement de notre identité
fondamentale ('). En effet, si I'on fait dans cette formule

f(l')": (.x - [)Pz‘q,
il vient, en supposant p et g entters et positifs,
Se(8 + 1)1 — 89(8S — 1)t —1)Par.

Par 'échange de p et de g, on obtient une seconde formule:
puis, par addition et par soustraction,

l’ s S+17+(8S—1)7 _S[’(S—}—I)P+(S—|)P
(1) 2 2
oz — P2t —(x —1)1EP,
Sp(S—l—l)’?—(s-—r\'f_i_Sq(S.p_]\,ﬂ_(S_”p
(2) 2 2

\ ww (2 —1)P2?+(x —1)7 2.

(") RADICKE, Die Recursionsformeln fir die Berechnung der Bernoullischen
und Eulerschen Zahlen. Halle, 1880.
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Ponr g = p, et pour ¢ = { p -+ 1), laformule (2) donne

(3) G;,S:zp_i‘l—cg,Sgp—g—!—Gg Szp_3+...:—1§xl’(x—1)17,

2p+1 ap—i 2[)--——3
I i s

=tzp(wx —1)P (2 —1);

Ch Sapoy+- ..

en particulier, pour p =1 et pour p = 2, onretrouve tout de suite
les valeurs de S, S,, S3, S;.
Si 'on pose

.}’=251=1‘($—-I); S2p-—1: S; Q?pq: Szpi SzQw’
les deux formules précédentes deviennent

(5) C,fl’ Qep1 -+ C% Q2p~3+ C;“s Q2p—s -+ CZ Qgp—7 4 =ayr

. 2D -1 ) —1
6) 2PELQy,+ 28

2p— 3 _,,
1 3 C'?) Qi’,’l—2+ id - C‘; Qgp_g,'—'r‘. P 3‘}”3“1;

]

par suite, Sy, est le produit de S; par un polyndéme de degré
(p —1) en y, et S, est le produit de S; par un polyndme en y de

degré (p—1).

Ezxemple I. — Calculer successivement, par la formule (5), les valeurs
de Q pour les indices impairs de 3 a 15.
On trouve
Q3 =1,
QS = %.}’ - %1
Qr =37"—3r + §
Q@ =1r—ir+ sy — 4
Qu=3y' =3 +%r—r+i
— %45 & 2 :
Qa7 =30 e By = R 0y — 48,
Qis:.}:.}/ﬁ 6)/5_3[_258.},4__ 88 .),3+ _3‘%9_‘,/2_.70‘}f+35
Ezxemple JI. -~ Calculer successivement, par la formule (6), les valeurs
de Q pout les indices pairs de 2 4 12.
On trouve
3Q2 = 31
5Q’t - 3..7 — L
7Qs =3y2— 3y +1,

9Qs =33 — 6y2+ 21y — 2,
11Qe=3y*—10y¥+1792— 15y — 5,

13Quz =35 — 150+ 41 y? — 572 24 2078 881
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Exemple III. — Calculer les quotients de Qg et de Qo par (¥ —1).
On trouve les identités

5Qy =(y—1)(2p*—=3y +3),
Q= (y —1){3y*— 7+ 10y —5).

Exemple I'V. — Les polyndmes 3Q;p4y et 2(2p +1)Qqp sont du degré
( p—1); leurs eoefficients sont alternativement positifs et négatifs. Calcu-
ler les coefficients de ces polynémes et démontrer que les rapports des
coefficients correspondants des deux polyndmes sont respectivement

I I 1 |
2 — fet 5

P+ P p—-—l’ 3

T
2

134. Développement des polynémes S,. — Nous venons de voir
que la somme S,_, des puissances d’exposant (p —1) des (z —1)
premiers nombres est un polynéme en x de degré p, dans lequel

le coefficient de 2P est}l); de plus, le polyndme ne contient pas de

terme constant. En mettant en évidence les coefficients du bindme,

on peut donc poser
PSp—1=BowP+ C)Bxr-1t+ CiByap—2+ ...+ CH' Bpy 2,
ou, sous la forme symbolique,
PSprfu(w By —Br.

Pour déterminer les coefficients B, nous observerons que, si
Pon remplace z par (z-+1), le premier membre augmente de
paP~'; on a donc, pour toute valeur entiére de x, I'identité

() (# -+ 1+ B)—(z+ B)pdw par-1,

Par suite, en égalant les coefficients des diverses puissances

de z, on a
(B -0t — Bletw,
(B —+1)t —Bteso,
(2) ‘ (B4+1)* — B3 e o,

' ................. ,
\ (B} — Bretbo.
Ces p équations déterminent successivement les coefficients

Bs, Bi, By ..., Bpi,
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pour le développement de S,_;. Mais on doit constater ce fait
remarquable, que si'on passe de la somme S,_; i la somme S,,
pour 'exposant suivant, il suffit d’ajouter, aux équations (2), une
nouvelle équation

(B +1)p+t — Brtiks g,

tout en conservant les précédentes; on n’a qu'un seul nouveau
coeflicient B, & calculer. On a done le théoréme suivant {') :

Si Uon désigne par By, By, Ba, ... une suite de nombres
déterminés successivement par des équations de la forme

(3) (B . ])ll__ Bzl o,

avec les conditions initiales By=1, B,—=— 1, et pourn>1,
on a Uidentité

(4) PSp-1(z + B)P— Bp,

Les coefficients B ont été appelés par Evien les Nombres de
Bernoulli; pour la somme des puissances des x premiers nom-
bres, on remplace By= — 3 par B, =--1. D’ailleurs, puisque
Sgp_1 est divisible par S; et, par conséquent, par 22, les nombres
de Bernoulli d’indice impair sont nuls, & Uexception de
By=z3.

De la formule (4), on tire

s,

dx

e pSp-- By

cette formule permet de déterminer S, par voie d’intégration, en
calculant chaque fois la constante B, par I'une ou l'autre des con-
ditions Sp==1 pour x =2, el S, == 0 pour x =1.

(') Ce théoréme a éLé donné sous unc forme différente par JacoUes BERNOULL
t Ars conjectandi, 1713}); la formule (4) a été indiquée par Morvre dans ses
Miscellanea analytica, mais aussi sous une forme différente. Nous devons faire
observer que, pour la simplification des formules de cette théorie, nous avons du
modifier les diverses notations, employées jusqu'ici, des nombres de BERNOULLI.
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On trouve ainsi, pour les premicres valeurs de p,

Sy —%:c-:-:%;r,

S = L o= la? = 1 o

Sg = Lat—lad - 1 2t

S, =jrsie v iet A

Sp = oy 20yt 4 ot — et

SG = ,} Z‘-’__;Z'G -+ -1.5.'6'5 "‘%T? "'1—2‘7‘)

S; = 1t lta? 4 Hat — Lat+ Lot

Sg - é 29 T..%.I‘s ~+ % 7 - T"'—s--T']—w— -92 1'3—310 €y

Sy =z fa® - 3 28 — @b Lot B,
Sm:?’f“’"“—w_—%@"w*‘ 59 — g7+ &b Lt &,
Sip== ot fott 4 (f a0 — Lot Mot et Bt

Le signe — s¢ rapporte a la somme des puissances des (z — 1)
premiers entiers et le signe ~+ a celle des puissances des z pre-
miers.

Mais, pour de plus grandes valeurs de p, 1l est préférable de
développer la formule (4) en mettant en évidence les coefficients
du binéme et les nombres hernoulliens, qui ont été calculés par
M. Apams jusqu'a Byy,. Quant aux nombres B, leur calcul le plus
rapide se fait au moyen des formules données dans le numéro
suivant, ou encore par 'emplol du beau théoréme de Cravsen et
de StaupT, qui sera énoncé et démontré au Livre TII.

133. Nombres de Bernoulli. — On a, pour les premiers nombres,
les valeurs

By =2 By =— ) Bs :r-é,

Bu=+zs 3162—%: Big =+ %237;

Byo = — E% , Byy =+ S-'P’falj, By, =— 236376?5“' ,
B%:TSS__S_?O{ B”:_QS:’i%q;ﬁloag, Bmiiiﬁgfirﬁiji;:‘zﬁoos_
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Ces nombres jouent un Lrés grand role dans I’ Analyse mathéma-
tique; nous allons donner quelques autres formules importantes.
Désignons par f(x) un polynéme entier quelconque

flz)y=apzP - arxr=\+. . .+ apa’,
et reprenons 'identité symbolique
(r +1+B)— (+ Bt pepr-1;

sl nous y remplacons successivement 2 parp, (p —1),..., 3, 2, 1,
et s1 nous ajoutons les égalités obtenues, aprés avoir multiplié
respeclivement par g, @y, ..., dp_y, 1l vient

(1) Sl +B+1)— flo+B) f(x).

Clest Uidentité symbolique fondamentale pour le calcul des
nombres bernoulliens. Si I'on suppose successivement que f{z)
représente

(22 —1)P, 2(z+1)..(z+p), (z—Dz...(z+p—1),
on lrouve, en faisant ensuite & = o, les formules de récurrence

(2B +1)p — (2B —1)pdwop(—1)r-1,
(p+-13(B+0)(B+2)...(B+p)tapl,
(p=0DBB+1. . (B+p—1) e (p—n

Si 'on suppose encore
flz) = (r—1)Pr2T,

pour p et (g —1) entiers et positifs, 'identité fondamentale
donne la relation
Br{B 4-1)7— B?(B —1)P - 0.

Cette formule présente, pour le calcul, 'avantage de ne pas con-
tenir tous les coefficients B, mais seulement ceux dont Findice
est compris entre B, , et B,, en supposant ¢ << p. Ellc a été in-
diquée par Stern (Journal de Crelle, t. 84, p. 216); la démon-
stration précédente, quila rattache a notre identité fondamentale,
a é1¢ donnée par M. Ravrcxe (Journal de Crelle, t. 89, p. 259).
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Ezxemple I. — Démontrer la formule
1 1 I
e o | — ! - —_ - . — ]
(B+2)(B43)...(B—+ pioip ‘>'(\. + ...+P>
Ezemple II. — Démontrer la formule
Br(B 4+ 1)7(B +2)"(B+4-3) e BS(B —1)"(B —2}7(B — 3)»,

dans laquelle p, g —1, r—1, s —1 sont des entiers positifs.
On pose dans l'identité fondamentale

S(@) =ar(z 1)1 (z+2) (2 +3);

on remplace ensuite z par —1, —2, — 3, ¢t I'on fait la e des éga-
lités obtenues.
On peut trouver des formules analogues pour les sommes S.

Exemple 111. — 1'identité fondamentale (1) peut étre généralisée. En
effet, on peut, avec les notations des différences et des différentielles,
Iécrire sous la forme

df
Afir Bty ==
S et~
en supposant Az = 1; de méme, par I'introduction d’une autre variable Y,
et pour des accroissements de o et de y égaux & 1,

02 flr, 1)
A f(x+B, y+B e —
M f( ' ¥ ) ox djf ?
et ceci applique & un nombre quelconque de variables. Il ne faut pas ré-
duire les B avee les B, les B”, ...; mais, lorsque le développement sym-
bolique du premier membre sera cffectué, on remplacera les exposants
de B, B, B”, ..., par des indices. On obtiendra ainsi des relations conte-

nant les produits deux a deux, trois a trois, ... des nombres de Ben-
NouLut (Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences; Paris,
183757,

Nous allons encore démontrer la formule générale

() S(Bz +8)+ f(Bxr)s z f(B),

dans laquelle on remplace, aprés développement, les exposants
de Betde S par des indices.
En cfet, considérons le polyndme en

Yy 1Py +2) P 4 - (- — )P



242 LIVRE Il. — LES NOMBRES RATIONNELS.

si l'on fait la somme, on obtient une premiére expression

py XY@ By Bypt

¥ |
Pt

Ce résultat subsiste lorsque Pon remplace y par une quantité
symbolique, et, par exemple, par B'z, en désignant par B les
nombres bernoulliens ; mais, s1 Pon se rappelle que (B~+~ l)”—mB"
s'annule pour n >t et devient I'unité pour n =1, l'expression
précédente, ol 'on remplace y par Ba, devient 2B,; on a donc

(3} (Bxy—+—(Br--1)¢+... ~(Bx+2—1)rdr B,
et, par 'emploi du symbole S,
(4) (Bxr+ 8S)P~ (Bz)rdazBr;

d’otlt 'on déduit ensuite la formule (2).
Tn particulier, pour z = 2, la formule (3) devient

{3) (2B -1+ (2B)refe 2 Br;
par conséquent, les nombres de Bervourrr vérifient la relation

(6) f(aB 1) = f(2B)hoa f(B).

136. Formules générales de sommation. — Soient f(.z) un po-
Iyndme quelconque et F(z) le polynéme intégral, Pidentité fon-
damentale du numéro précédent peut étre écrite ainsi

f(zyp F{x+B-+1)—F{z+ B).

Si Pon remplace successivement & par o, 1, 2, ..., ( — 1), et si
I'on fait la somme des égalités obtenues, 1l vient

Floy-+=fity+fl2)+...+~ fle — 1) Flx +B) —TI'(B).

En se servant des notations du Calcul intégral, on a la formule
symbolique suivante, dont I'application est trés facile,

F=n—1 rn+B

() Y s [ ) de.
“n
xr=90
Pour obtenir les sommes de deux en deux, nous reprendrons la

formule
(x+B+1)— (o + B)Peha par-1.
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Si I'on remplace & par § .z, il vienl, ¢n multiphant par 27,

{(z--2B ~2)-(r+ 2B)duaprr-!

el, par suite,
F(z +2B +2)—F(zr +2B)& 2 f(x)

Remplagons successivement & par 1, 3, 5, ..., (22 —1); en
ajoutant les égalités obtenues, il vient

FO) +F(3)Y+ f(5)+...= flzaz—1)2 {F2x + 2B + 1) — {F (2B +
On a de méme
fOY+f(2)+f4)+. . .+ flex —2) e iF(2z +2B) — $F(2B).

Par le méme procédé, on trouvcra les sommes de 3 en 3, ...,
P ’ )
de renr, ..., et I'on généralisera la formule (1,

137. Extension de la méthode de Fermat. — Soit f{x) un po-
lynéme en x de degré n, la formule d’'interpolation de Newrox

conduit i Videntité

, r— iy Af(0Y r—w fr—a, v AR f(o)
flay=fioy+ =, - ( I

!

On développe ainsi f(x) en une somme algébrique de facto-
rielles; si I'on remplace x par des nombres en progression arith-
métique de raison £, on trouve par Fapplication de la formule
qui donne la sommation des factorielles (n® 37) la somme des va-
leurs que prend le polynéme f(x) pour des valeurs de = en pro
gression arithmétique,

Mais le résultat est lui-méme un polynéme de degré (n +1) dé-
veloppé en une somme algébrique de factorielles, et U'on peut lui
appliquer la formule fondamentale indiquée par Fermat; par con-
séquent, on pourra trouver, d’une maniére simple et générale, la

valeur de 'expression
ZEE .. f(o)

pour des valeurs de x égales aux termes successifs d'une progres-

sion arithmétique.
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Soit, en particulier,

Z)=x" Ar=h =1 et Ty =0
1 7
on a

z(x—1) Cm{z—1) {2 —2)

([) xn:onn_;___ A20n_‘_ T8 A30!l_|___';

par suite, en désignant par S, la somme des puissances ni™® des
(2v=-1) premiers nombres entiers, on a

; S, m(m_[\AOn . 2y — |)(‘:r——9.) A2 gn
(2) 1.9 1.2.3
1.2.3.4

Cette formule montre que S, est un polyndme en z de degré
(n~+1), divisible par (2 —1), et dont le premier coefficient

est -n—_': (n° 133). La formule (2) n’est qu’une transformation

d’une propriété d’un tableau de sommes (n° 75).

D’ailleurs, si l'on prend le coefficient de « dans le développe-
ment de la formule qui précéde, on exprime les nombres de
Bervovrrr en fonction des différences de x” pour z —o; on a
ainsi

Aon AZon Adon Argn

(3) Bpwm o = o Sy e (i

Egzemple 1. — Soit & calculer 8;. On forme le Tableau

6 i o o0
12 | = L]t
19| 8| 2

25 |

et I'on a

Sazw(z‘—t)l%_x(m-—r)(x—2)6+x(m—l)(x—2)(1‘——-3)

1.2 1.2.3 1.2.3.4 6.

En simplifiant, on retrouve le résultat connu. Cette méthode parait
moins simple dés I'abord; mais elle est la plus commode, lorsque 'on veut
obtenir les sommes successives.
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Exemple II, — Trouver la somme
1{x —1P+o(z—2P +3x—3P + ...+ (x—2)3 4+ (x—1)1%
138. Sommations successives des puissances. — Posons
Sia{@) =174+ 2P 3% 1 ... 421,
en désignant par # un entier nul ou positif ; posons ensuite
Sen(@) =81, (1) + 8, (2)+ ... +8,.(2),
et, en général,
Spr1,2(&) = 8p (1) + Spu(2) + ... == Sp u(x);

les sommes Sy ,, Sz, ... correspondent aux sommations suc-
cessives.

Nous supposerons S, ;::: 1 ; on a d'ailleurs, par la sommation
des factorielles (n® 37),

zlz4+1)...(r+p—1)
r.2.3...p

bp,O -

Nous allons calculer S, ,; pour cela, considérons te Tableau
Iﬂ:
17 + 2%
I? - g7 + 37
| IO Y 3n -+ 4:&

........................

en faisant la somme par colonnes, on obtient pour la somme des
termes de la colonne de rang p

(#—p+npr ou (z-+1)pr—prHl;
donc, en faisant le total de toutes les colonnes, on a
(1) Seyp = (2 +1) 8¢ n— Sy p+1.
Sous forme symbolique, la formule précédente peut s’écrire

SQ,]}."&"S’:’ (.Z' - — S‘l)'
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On trouve, par induction, la formule générale

) Sper (@i Stz 1 =S ] [2 =) [ p =S,

que 'on vérifie @ posteriori en observant que, si I'on remplace #
par (z + ), le premier membre augmente de

Spalx-+n,

et le second devient
r . -
hi St +2—58;][x+3—8]...|le+p1—5].

et, par conséquent, augmente de

('}Ii’.)' Stlz4+2—S][x+3—S]....[0+p—5]:
¢’est précisément ce que devient le second memhre de la for-
mule (2). quand on y remplace ppar (p—1yetx par (&1

Exemple I. — Calculer les valeurs de S, , pour . —1.,2,3, 4.
(n trouve successivement

S?,l B

Se0 = 15 &(x+ 1)t ({2 4 2),

32

x(x-+1}(r--2),

- O

Ses=isx{xr—=—1){z+2)(a*—6x+3),

Sap = g (@ 0x - ) (22 + o —1).

Pour plus de détails, woir nos articles du Wessenger of

. C e, z o
Mathematics, intitnlés : On the Development of (‘f— e_:) n
a Series et On the successive Summations (Cambridge, 1897).

139. Extension de la méthode indienne. — Considérons la suite
de x quantités

Uy, Uy, Uz, ey Upy ey Ugpr

formons une Table de multiplication en écrivant successivement les
uns au-dessous des autres les produits des termes de celic suite
par ceux de la suite

Vi, P, Pa, o0 Vpa ool Vgl

(2)
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la somme des termes de la Table sera égale au produit des sommes
Uz el V, des termes des deux suites. D’autre part, en ne prenant
que les p premiers termes du Tableau qui se trouvent dans laligne
de rang p et les (pp -~ 1) premiers dans la colonne de rang p, on a
pour lenr somme

upVp+v, Uy —upop;

par suite, en faisant la somme 2 de ces expressions de p =1 a

[}:.I'. on a

p=x p=x
(r) UV, — E (upVp+9vpUp) + E Upbp = 0.
=1 p=1

Considérons, de méme, une troisiéme suite de quantités

Wy, Wo, Wy, ..., Wp, ..., W,

et plagons les unes au-dessous des autres les Tables obtenues en
multipliant tous les termes de la premiére Table successivement
par tous les termes de la troisiéme suite; nous formons ainsi une
Table de multiplication & trois entrées, et le compartiment de
coordonnées p, g, r contiendra le produit Up¥y Wy Cela posé,
considérons successivement les cubes ayant a parur de l'origine
1,2, 3, ..., p unités de cdtés, et cherchons la somme des termes
qu'il faut ajouter au cube de rang (p — 1) pour obtenir le cube
de rang p. Nous trouvons facilement

(uPV.U —+= VpUp — “P"p) (Wp — W’},) - wpUp‘[p-

Mais la sommedes termes de laTable est égale au produit UV, W,
des sommes des trois suites; on a donc ''dentité

i p=x
UeVeWa —E(u,,v,,wp +0p WU, 2w, UpVy)
p=1
p=x p=x
-|—2 (upypWp+ vpwplUp -wpupVp) —2 UpVpW, = 0.
P=1 p=i

Dans e cas ol les trois séries sont 1dentiques, on a

U2 —32upUf + 322U, —Eu) =o.
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Par induction, on obtient une formule générale, qui s’applique
4 un nombre quelconque n de suites, dans laquelle on apergoit les
coefticients du développement de (1 — 2)7,

(3) Uz—CLZupUlt+CRZudUs2— .. +(—1nXul=o,

Ezemple I. — Si Ton fait up =1 dans la formule précédente, et si
P'on remplace # par (# —71), on obtient la formule équivalente au déve-

loppement de
(r—1)% -+ (S—1)*— St edup;
cette formule coincide avec la formule (2) du n® 132.
Exemple II. — Sil'on suppose, dans la formule (1),
Up=vp=pp-+1)...(p+qg—1,

on a, par la sommation des factorielles,

U._ P+ ... (p+g)
p— 1
g -1

et, par suite,

p=x
2 (2p +q — 1)ul = [7{z+0.. . (2+g)]*
pP=1

g 1

Exemple II1. — Si, dans la méme formule, on suppose
U, = — = aP
P ey’ R TAD

on obtient les relations

Pp=x
2: arl T

_ — 2| — —— 1
p—;P(P+1)[I+(a I)p]_.r—e-lam+’
p=x 1
2; — —_ X+

! (aA——)—EaP:a— @ -

plp—+1) T -t

En particulier, on fera dans ces formules @ égal a £, 1 ou 2.

140. Développement du produit S,,S, en fonction linéaire
des sommes S. — Dans les formules de ce numéro, S, désigne
d’abord la somme des puissances d’exposant n des x premiers
nombres, et I'on suppose B, = - §; d'ailleurs les formules obte-
nues ne contiendront pas B,, de telle sorte que les formules auront
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lieu, quelle que soit la valeur de z. Faisons, dans la formule {1)
du numéro précédent,

up:pflt, pp:Pﬂ’
il vient la formule symbolique

(S Byt —Bedt g, (8Bt — Bt

0 S$,8,+8 S, S
(0 SuS, mR == n-t m— 1

Nous avons ainsi exprimé 5, S, en fonction linéaire des sommes
S (n° 102), et 'on voit que B, n'entre pas dans cette formule. En
supposant m==n, ona

n+1

(2) — S = Senst =Gy BaSen—y+Ch  B.Syp s+ ...
Exemple I. — En supposant n égald 1,2,3,4. ..., on trouve succes-
sivement
S? = 8;,
S:=28;+38,,
$2=18;4+1%8S;,
8= 28,18, — S,

Inversement, on obtient les formules

‘253: st’

28y = 38%.— S%,

28; =483 — 352+ 87
28, =557 — 8]+ 4 81— %81,

Ezemple 1I. — 1l résulte immédiatement de la formule de BErNovLLI
(n°® 134) que les rapports
S_,, et Sop-1
x x?
ont respectivement pour valeurs
2ap—i1
Bp et p2 —--ng_g,

pour # = o. Si l'on introduit ces résultats dans toutes les formules qui
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contieanent S, an obtient des formules correspondantes pour les nombres
bernoulliens. En particulier, la formule (1) donne

(B + B')r+1— Blin+n (B + Bfym+t_ Bltm+1)
' oo BT
n—+1 e+

B P, Y Bm

m—n— ’

en supposant B =: o. On ne réduit pas les B avec les B'; mais, aprésle dé-
veloppement du second membre, on remplace les exposants de B et de B’
par des indices. Pour m —~ 1 et n = (2p —1), on a

{2p —1)Bep—+ (B = B )2Peduo.

Cette formule donne une relation du second degré entre les nombres de
Bervourur. Elle a été publiée, sans la forme symbolique, par M. Wogon-
Tz0FF, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (1. XV, jan-
vicr 1876). et par M. LE PaicE, dans les Bulletins de I’Académie de Bel-
gigue (t. XLI, mai 1876).

Ezemple [II. - Au moyen de la formule (2), on peut exprimer le pro-
duit 8,5, S, en fonction linéaire des sommes S. On a ainsi, en particulier,

4(81) = 3858y,
l’.Z(S:g)“i = 1655—— 583,—'— Stz.

Yoir dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (2°série, t. X)un
article de M. AmicUgs.

141. Somme alternée des puissances des nombres entiers. — Si
I'an désigne par 2 un nombre pair, on a les formules

plip—1—ar=1+3p-14 + (z— 1)1 |do(2r <+ B w—Br,

P[I”"+ 2Pt 31 <f,_] \):'-1]d_u(f+ B)I’—BP.
2 / 2 /

Multiplions par 27 tous les termes de la seconde égalité, retran-
chons ensuite de la premiére, et posons

(1} 1P=t— Pl 3P~ — (T — 1P = By,
avec
(2) 2(1—2P)Bp = Gp;

il vient la formule symbolique
(3) 2p B qeo{ - 1) (x + G — Gr,

Ainsi, comme dans le développement de S,_,, les coefficients du
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développement de E,_, sont ceux du binéme mullipliés respective-
ment par les nombres G, qui se déduisent des nombres bernoul-
liens par la formule (2), ou plus généralement par la formule

i2') 2 S(Gi= f(B) — f(2B).
On a, pour les premiéres valeurs de p,
Gy= o, Gi=—+1, Gy =—11, G, =41,

Gg = — 3. GB:—f"lTa G“-,:—155, G12:+2073,

el Gyp,y est nul, de méme que Bapyy. Ces nombres ont été con-
sidérés par Evier et plus particuliérement par Genoccar (*).

Si, dans la formule (3), on remplace x par (x + 2}, on obticnt
par différence

(x-+G+2w—(2+ Gz —2p[(ar 4+ 1)L — 2P
cette 1dentité, qui s’applique pour toutes les valeurs paires et posi-
tives de xz, est vérifiée pour unc valeur quelconque enti¢re ou frac-
tionnaire, positive ou négative. Donc, en désignant par f(z) un

polynéme quelconque, on a l'identité fondamentale pour le cal-
cul des nombres de (zenoccur

Fle+G+2)— flr =Gy —a[flr+1)— f(x)]

Avec la natation des différences et des différentielles, on a

) df
o who A
Afle+ Gyt 2Adw,
puis, pour le cas de deux variables,
azf
x+ x - Gy (— 2)2A2 -,

en supposant Az, Ay égaux & 2 dans le premier membre de ces égalités,
et égaux a 1 dans le second membre. Cette relation s'étend & un nombre
quelconque de variables.

142. Nombres de Genocchi.
mule 6), la relation

Nous avons trouvé au n” 135 {for-

S(2B +1)+ f(2B) —2f(B)dbo;

(") Annales de Tortelini, t. III. Rome, 1852,
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mais, d’autre part, nous avons
JS(B+1)—f(B)ef(o)
par suite, en retranchant membre & membre,
Lf(2B-+1) = f(B+1)]+ [f(2B) —F(B)]o— /(o).

En tenant compte de la définition des nombres G, donnée dans
le numéro précédent, on a donc

J(G—+1) - F(G)af (o).

En particulier, pour /() == z"et f(z) = (x — ™ zn, 1] vient,
avec n >,
G- (G +1)r oo,

Gm{G +1)1+ Gr{G — 1) o;
pour m = n >>1, la formule précédente devient
Gr(G—+1)reoo,

car les nombres G sont nuls, comme les nombres B, pour n impair
et > 1. Cette formule démontre immédiatement que les nombres
G d’indice pair sont entiers et tmpairs.,

Soit F'(z) le polynéme intégral de f(x), on a

F(z+G+1)+Fo+ G)duo f(a);

remplagons successivement z paro, 1,2, ..., (2 — 1), dans 1'égalité
précédente; faisons la somme alternée des égalités obtenues, il
vient

SO =f O+ F(2)— (=11 fla—) Ao I F(G) ~ (_2‘ “F(z+0);
ce résultat a été indiqué par EviLer, Guiy est parvenu d'une maniére
assez pénible (1),
En posant f(z) = 27, et
Ip=1—2P 30— 4 (—1)T(2 —1)P,

1l vient
2(p+1)Epes (— )T (& + G)p+1— G+t

(%) Lacroix, Traite des differences et des séries t III, p. 135.
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Ezemple I. — Calculer les sommes X, pour p=o, 1. 2, 3, §.
On trouve

28p=(—1)T—1,

4Zi= 1 —1)x(aw +1)+1,

23— (—1)%(2t—wx),
BBy=(-~1)* (43— 2% +1)—1,

21‘: Eg(xﬁ—.z'——]).

143. Somme des puissances des nombres impairs. — Si I'on
désigne par T, 'expression

(1) Tp=1P4384 ...+ (20 —1)P,
on a, pour le nombre impair de rang z,
(2x—1)P=(2z)?— Cl{oz)P~1+ CI(2a)P-2+ ... (— 1)}

remplacons successivement z par 1, 2, 3,..., x, et faisons la
somme des égalités obtenues, il vient, en supposant ici que S, dé-
signe la somme des puissances d’exposant p des z premiers
nombres, I'égalité symbolique

(%) Treds (28 —1)P;

par suite, les symboles T et (25 — 1} et, plus généralement, quelle
que soil la valeur de I'indéterminée A, les symboles (T + 2) et
(28 — 1+ &) sont équivalents dans les formules; on peut donc
remplacer S par 3 (T —1) dans les formules qui contiennent S.
Ainsi, par exemple, on a la formule

(3) ST ra) F(T) e flam ) — f).

On obtientla somme des puissances semblables T, des nombres
impailrs par un polynéme développé suivant les puissances ascen-
dantes de 2z, au moyen de la remarque suivante, qui étail connue
des algébristes arabes (') : Lasomme des puissances p?éme des 2
premiers nombres entiers egale la somme des puissances piémnes

(") LAcroix, dans son Traite de Calcul differentiel, etc., atiribue cetle pro-
position a4 LoraNA (3 édition, 1. ITL, p. 445 et 759). On trouve la somme des cubes
des nombres impairs dans un ouvrage d’IsN ALxapiD1. Voir les Annales de Torto-
{ing (t. VI, p. 23g).
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des x premiers nombres impairs, augmentée du produit par 2¥
de la somme des mémes puissances des T premiers entiers.
On a donc

pTpeto (22 + B —Br— 20—t [(z + B)» — BP];
par conséquent, sil'on pose
(1) R,=B,( -2,
on a, pour T,_,, le développement
(3) pTp e (22~ R)P— Re,

Si l'on remplace & par (z --1) dans la formule (3) et si 'on
prend la différence, on obtient I'identité

(2z +2+RP—~ (22 +R)pLeplox—r 1
par suite, en remplagant (22 +- 1) par y, 1l vient
(y + R+=1y—(y + R—1)pdopyrt;
d’oti ’on déduit la relation plus générale
Sy +Ran)— fly+R—nd f(y)
et, en particulier, pour y = o,
(6 SR+ —f(R—n)< fio) (1)

Cette formule est 'identité fondamentale pour le calcul direcl
des coefficients R, que I'on peut aussi déduire des nombres ber-
noulliens. Les premiéres valeurs de R sont, avec Rs,y i =0,

1 1 - 3
= - Ry = — - R, —+ -~ Ry =—
0 2’ : 6’ FTRG! § 42
127 25535
R = Z ==
8 30 10 o6

(*} Si lon rcmplace successivement, dans la formule (6), le polynome f({x) par

e**, sinZ 3z,
on obtient les développements

L
———<hoeRs, < coséczcosRy,
eF— ¢ 2

convergents pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z, dont le module
est < T,
Voir SERRET, Traiteé de Trigonomeétrie, 5* édition, p. 265 et 312.
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Exemple I. — Calculer les sommes T, des puissances des z premiers
nombres impairs, jusqu’d p = 8.
Si l'on pose y = 4%, on trouve pour les exposants impairs
T, — 2,
Ty—= 233y —1),
Ty=fa2(y?— 5y +7)
T:= 2 (3 — i+ 5y =%

et pour les exposants pairs

3Ty —=x(y—1).

5T = To(3y —7)

=Te—= To(3¥2—18y + 31),

3Ts= Tal p3—11y24- 22y — 381
Ezemple If. — Démontrer la formule

r ar.p!

(R+.|](R+3)...(R+2p—l)o_J.;»!)_'_[

Exemple I, — Exprimer T, en fonction du dernier terme (22 —1)— 3.
On trouve
ap T,y (s+2B)—2Re,

Exemple IV. — Développer le produit T,, T, en fonction linéaire des
sommes T.
Si Fon fait u, = (2p —0)” et ¢, = (2p -—1)* dans la formule (1) du

0o I
n* 139, il vient, en supposant By =+ 3’

(T+2B)rt—aRoet . (To2Bymrt— 5 R

T,Te+ TprndeT™
mlp ne-tae 27 4+ 2 DI 1

et, en particulier, pour m = n,

(T+ Byt — g Rrtt
n-+1I -

(Tu)2 + Ty, Tr

Si I'on fait z = (224 —1) = o, I'expression 2nT,; devient égale a G, el
Pon obtient alors une relation entre les nombres B et G, car les R dispa-
raissent.

144. Sommation alternée des puissances des nombres impairs.—
Reprenons l'identité du n° 142

(z+ G+ 04 (x+ G)redoangn-t;
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remplagons & par § z, il vient
(x+2G+2)t+ (x+2G) fnpnt;

par suile, en désignant par f(x) un polynéme entier, et par
F(z) le polyndme intégral, on a

(1) fflz)yeF(z4+2G+2)+ Fz +2G);

remplagons successivement x par 1, 3, 5, .... (22 -~ 1}, et faisons
la somme alternée des égalités obtenues, il vient

{  SJO) =S+ f(5)—- . — -2 flaz—1)
2) e F(2G+ 1)~ (— 1 Flaz+2G+1).
145. Nombres d’Euler (*). — Nous appellerons ainsi les nom-

bres définis par la formule de récurrence
(1) (E-+1)#+ (E—1)rdoo,

pour toulesles valeurs entiéres et positives de p, avec la condition
E,=1, de telle sorte que, pour p = o, on doit remplacer le se-
cond membre o de la formule précédente par 2. Si l'on désigne
par f{x) une fonction entiére quelconque, on a donc Lidentité
Jfondamentale

(2) FE+1) = fE =) deaflo);
par exemple, pour f{2)==(z —1)?{z 4+ 1)1, il vient
(3) Er(E+2)7+ E7(E — 2 )P v o(—1)r.

On a, pour les premiéres valeurs de I'indice,

Eom+1, E-g:—-l, EL=+5: EG—*—'GI.
Eg=+-1385, E=— 50321, Ejp = + 2709765, AU

d’aillenrs, la formule (1) montre immédiatement que Ej, , == o,
et que les nombres eulériens d’indice pair sont entiers ct impatrs.

(') SYLVESTER, Comptles rendus de I’ Académie des Sciences { Paris, t. XXV,
P16,
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La formule (2) peut s¢ généraliser ainsi {n® 121)

(1) Sz +Ern«~fr+0— vy fla);

remplacons successivement z par les nombres impairs 1, 3. 5. .. ..
plag P 2 Uy oy

?

(22 —1), et faisons la somme alternée des égalités oblenues,

1l vient
- () =3y (5o (=0 flrz 1)
() . .
E o) FE) — =)o f(an + B ).
Fremple . — Trouver la somme alternée «es puissances semblables
des z premiers nombres impairs.
En posant -
) =1 — 30 5P — - (o — )P,
on a, cn faisant f(z) = =z dans la formule (5),

20, <2 Br— (— 2 {22p + L.
On trouve ainsi, pour les indices impairs, cn posant y = 27,

By = (—1)* 1z,

0, = 0,(y2-- 3),
@85 =0,(yr—5)%
07 =0, (¥ — 21 ¥ 1732 4a7),

i
By = Oy (83— 360 + 630x* — 51

Fremple 1. — Démontrer que le quotient de 8, par @, n’est jamais un
carré parfait, et que le quotient de 85 par O, est un carré parfait et n’est
jamais un bicarré.

L’étude de la Table des carrés montre que la dillérence de deux carrés
n'est égale 4 3 que pour (22— 12) et & 5 que pour (32— 22}, et puisque l'on a

05 . a: i
S=gar—3, L= (har— 5,

e,
le théoréme est démontré, car on suppose x entier ot positif.

146. Relations entre les nombres d'Euler et les nombres de
Bernoulli. — Ln comparant les deux derniéres formules des nu-
méros précédents, dont les premiers membres sont identiques,
on en déduit la relation générale

J(2G +1)<eaf(E),
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et. avec une variable arbitraire (n® 121},
flz+2G 1)< f(z+E).
On a ainsi une premiére relation générale entre les nombres

d’Evier et ceux de Genoccur. En particnlier, pour f{3) = 3™, on

a la formule
(3 +2G+i)ynteam(z+ Eyn—t;

puis, pour z:=—1, il vient

{(2Gyn doam(E —1ym—t

et, pour 3 = o0,
amEm—th (2 G 1),

ces deux formules ont été obtenues par Scuerk ('), mais sans
emploi du calcul symbolique. Elles expriment les nombres de
Genocenr en fonction des nombres d’Evier, et inversement.

147. Formules de Cesaro. — Considérons une suite de nombres
ay, y, A3, ..., Qp_a, Ay 1y ap,

tels que la somme des nombres a égale distance des extréme:
soit conslante ct égale 4 x; désignons par S, la somme de leurs

puissances d’exposant p,
Sp=al+ al+—all+...+—al;
par hypothése, nous pouvons encore écrire
S,=(2—ag)P+(x—a)P—+...4 (2 —ap)’;

mais si 7 représente l'un des nombres o, 1,2, ..., 1, on a par la
formule du binéme

(z— a,)p =P — Clar-ta,+ Crr-2al .. .+ (— a;)?;

remplagons successivement 7 par o, 1, 2, ..., 1, et faisons la
somme des ¢galités oblenues, nous trouvons la formule symbo-
lique

(1) Spae (z—8)2,

(*) Scurrx, Mathematische Abhandiungen (Berlin, 1825).
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en tenant compte de I'exposant zéro de S. Plus généralement, st
, L . - .
I'on désigne par f(y) un polyndme entier, on a I'identité

(2) J(SyL f{z —S).
Supposons, par exemple, f(¥)=3P(r — y)?, il vient
(3) Sp(x—S)rb S57(z— §)r
el, pour g ={p-+1),o0n a
(4) Sp(z — S)r(z — 28)o0.
En faisant p =1, 2, 3, 4, on trouve successivement

=285, —3x Sy 2 Sy,

0
0=a38;— 4x28;4+ S5x S,— 2 8y,

o0=x*Sy;— 5238, + 9x?'S;— sz Sg+12 8,

0— T8, — 62 S+ 1423 Sg— 10225, + g Sg— 28y,

Ces formules ne déterminent les sommes S que pour les indices
impairs de S, puisque les termes @ sont en nombre quelconque
et ne sont assujeltis qu'aux conditions énoncées plus haut. Mats
ces formules ¢’appliquent évidemment aux sommes 8 des puis-
sances semblables des x premiers nombres entiers, des puissances
semblables des termes d'une progression arithmétique et a beau-
coup d’autres suites,

148. Suites de Cesaro. — Nous désignerons, sous ce nom, toule
suite de nombres

(l) A.0, A‘, 1\2, ey An, ey

tels que P'on a pour tout nombre n, entier et positif, la relation
symbolique fondamentale

(2) An oo (5 — A

En supposant Ay =1, on a A, == 7; mais A, n’est pas déterminé
par l'équation précédente qui ne détermine les nombres A que
pour les indices pairs, lorsque 'on connait les nombres qui cor-
respondent aux indices impairs, ou inversement.
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31 l'on forme les différences des nombres de la suite (1) dans
Uordre contraire ¢ Uordre habituel, ¢’est-d-dire en posant

AAn = An_ Au—r-i,

et, de méme, pour les différences successives, ce qui revienl a
changer lc signe des différences d’indice impair, la formule pré-
cédente peut s’éerire symboliquement

A? An“'_t-’A”'(I — A);

on trouve ainsi, comne au n° 76,

(3) APA,fs A7(1— AP,

N

Mais, par le procédé déja employé (n® 121), la relation ()
conduit a la relation générale
(4) JA)y f1—A),
et, s1 l'on suppose
f(x)“: ‘T"I)(l T a:‘)‘?,

on en déduit

(5) APl —A)o A (1 — A,
ainsi la refation (3) conduit a Ja formule

APA o ATA .

En d’autres termes, dans toute suite de Cesaro, le Tableau des
différences, dans lequel on change les signes des A d'indice im-
pair, est syméirique par rapport & la diagonale «. Réciproque-
ment, tout Tableau de différences, prises dans le sens indiqué,
qui posséde la propriété précédente conduit & une suite de Crsaro.

Fxremple 1. —- Former, dans le sens indiqué, te Tableau des différences
de la progression géométrique

1 r 1 1
I R Ty T T
% 38 16
ou de la série harmonique
. I 1 1 1
-y T = = DR
e 3 4 5

et vérilier que ces suites possédent Jes propriétés précédentes.
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Exemple II. —- Démontrer que la suite des nombres de BrrvouLut,
pour By= + 3, cst une suite de CEsaro. Réciproquement, toute suite de
Cesaro dans laquelle By = 1,B; = + %, By,4y — o, se confond avec la suite
des nombres de BErNouLLI.

Ezemple III. — Déterminer les nombres A, en supposant Ag=1 et
Ajn =0, pour toute valeur de #,
On trouve, en fonction des nombres d’EuLER,

et, en fonction des nombres de Gexoccul,

4 . G]H—l
o= T
F
149. Tableau des principales formules symboliques. — kn
résumé, si 'on pose
Sp=1P+oP+3r+ ..+ (x—1)P,
Tp=1r+3p 504 [ (22 —1)0,
Ep=1P =2l 30— . (=1 (r—1)p,
Bp =17 =3P 5P — e (— 1) (2 — )P,

les développements de ces sommes sont donnés par les formules

PSp-y 2 (x—B)»— Bs,

PTpge(2x + R)P — Re,

2pE e (- 1) (2 G — Ge,
20, By — (—1)7 (22 + B )2,

les nombres B, R, G, E vérifient les formules de récurrence

Fl@aBan—fla=B) < f(a),
fle+R D —fz R—1)ds f'(a),
Jlz+G+1)—fleG) g (@),

J(@=E+1)+fla+E -1)doof (o),
Le calcul direct de ces nombres se fait au moyen des relations

B#(B—+1)7--Bt(B—1)p o,
Re(R+2)7 — R7I(R-—2)¢ v,
GP(G+ )7+ GI(G —1)p oo,
Eo{E--2)7 - E2(E —2)r < 2( —1)P.
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Les formules précédentes permettent de simplifier notablement la théo-
vie des développements en séries des fonctions circulaires et des fonctions
exponentielles. En supposant le module de 3 plus petit que §=, on a les
séries convergentes

3 z z
" oo B3 ZeoL S tcosBa,
es——1 2 2
k- Rs 3,
— ~ Ao eRa) —coséc 3 S cosRaz,
e’ —e—% 2
25 . 3
T e 63, ztang = <w cos Gz,
e~ —1 A
2 E3 ‘o 5o :
prE— ot ghbs sé¢ 5 < cos Kz,
et e™3

On en déduit les valeurs des séries

LU R S (—mnet 200
Ton T o Y. '__—“ ) = 4] - Ny T: 2
12 22p 3 42r (')P), £
1 1 I 1 1
—— o — —— . =+ 2P Ry
120 alp 3p qu (ZP)I P
S, L -+ ( w1 !
b Sen T RS b v = — )T /=TT Fap,
1220 32p Hip 72[} («P)i
I I 4 [ —1I)P ™
L A
12p J2p hip 721) q2p-i (2p)!

On peut étendre les formules du texte pour les développements de
Sps Tpy Zp. @, lorsque Pon suppose p positif ou négatif, entier ou frac-
tionnaire ; mais les développements sont illimités ei conduisent aux défi-
nitions des nombres B, R, G, E, d’indice négatif ou (ractionnaire. En
particulier, pour p= —1, on a la formule de STIRLING et la constante
d’EuLEn.

Les développements des puissances g™ des séries

eﬂz’ elk;’ er’ CE:,

mis sous les formes exponentielles symboliques

conduisent aux définitions des nombres B, R, G, E des divers ordres.
Yoir, pour plus de détails, nos articles du Bulletin de la Société ma-
thématigue (L. V, VI, VII, VIII).

Exemple I. — Etudier, comme au n° 119, les propriétés des polyndmes
T, Zp, 8.

Exemple II. — Appliquer les formules des Ezemples I et II du n° 135
aux nombres R, G, E.
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Exemple III. — Donner, pour les sommes alternées, trois formules ana-
logues a la formule (1) du n® 136.

Exemple I'V. — Appliquer les théories et les formules du n° 138 a la
sommation successive pour les sommes T, X, 6.

Exemple V. — Développer, comme au n® 140, les produits
T, Ty, EmZa, Om9,
en fonction linéaire des sommes T, E, 0.
Exemple VI. — Démontrer la formule
CF(E+=2) = fIE—o)oof(i)—2f(—1),

et en déduire, pour Je calcul rapide des nombres d'Evier, les formules
données par M. Rapicke,

Em(E —_ 4)/1 - En(E - ,’l)”"‘i‘:’ 1(_ [)m (3n — 3nz)’

2 - am—1 am—3
DL a2 000 By o

""8(-“/;'! Eﬂm--z —_— .. = (__ 3)”1 :

le dernier terme du premier membre est 222 8,, ou (m +2) 2" 2K,
suivant que m est pair on impair.

Exemple VII. — Démontrer la formule
L ‘ A? Ab as
hn‘:_:’(l—‘—.&)<l—"";—+§-—;‘.—...);

dans laquelle on remplace les puissances de A par les différences corres-
[ I
pondantes de 2% pour  — o.

Exemple VIII. — Démontrer que si f(x) désigne un polynéome quel-
conque, on a les formules
/Lf’(.’L‘>U_L’ eB/l_fi_J,'-i—/l) - 6Bflf(”,
fl.f'(:.’l)‘)‘-i-’ eRizf(‘r+fz} o e“llf(.l’——ll)’
oG fle+h) _ LGhf1e
ahf(x) o SRfEH L ChNiT

zf(x) o gEASlEHY eﬂfzﬂr_m7

en remplacant, aprés le développement exponentiel du second membre,
les exposants de B, R, G, E par des indices, et les exposants de f(z) de
SJlx s+ h)yet de f(x — h) par des indices de dérivation. La premiére et la
troisiéme des formules précédentes correspondent a des dévcloppements
qui ont ét¢ donnés par EvLER, par StirLING ct par BooLE.
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CHAPITRE XYV.

LES FONCTIONS SYMETRIQUES.

150. Fonctions symétriques fondamentales. — On appelle
Sfonction symétrigue de plusienrs quantités toute fonction qui ne
change pas, quand on échange de toutes les maniéres possibles les
guantités qu’clle renferme. Ainsi le produit

flxy=(ex —a){x— b)Y x—c)...(xr—1)

est une fonction symétrique des n quantilés a, b, ¢, ..., I, quelle
que soit la valeur de x. En développant le produit, on trouve

J(@)=ar-- pran=lt-pyan—t—. . 4 (—1)"pg,
en écrivant, suivant l'usage,

pPr=Za, pa=Zab, Pi= Zabe, Prn=abe... L.

Les coefficients p,, pa, ps, ..., pr sont des fonctions symé-
triques des n quantités; ce sont, en effet, les fonctions symétriques
les plus simples, puisque chaque quantité n'y figure qu'au pre-
micr degré; nous les appellerons fonctions symétriques fonda-
mentales. Lorsque toutes les quantités sont égales, on retrouve
pour f(x) le développement du binéme (2 — a)?; d'ailleurs, la
fonction syméirique fondamentale p, contient les combinaisons
C? des n lettres prises g a q.

La théorie des fonctions symétriques a pour objet principal
d’exprimer toutes les fonctions symétrigues par les fonctions sy-
métrigues fondamentales et, inversement, d’exprimer toute fonc-
tion de p,, ps, p3, .. ., Pn, au moyen des quantités a, b, ¢, ..., L.

151. Formules de Newton. — Ces formules ont pour objet
d’exprimer les sommes des puissances de méme exposant des
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quantités @, b, ¢, ..., ! par les fonctions symétriques fondamen-

tales. Soit
Sg=EZaf=al—+ 694 c?+...+ 17,

on a l'identité (n° 111)

f{zy= ffw,), 4 M_) n flz) N flx)

T —a x—b xr—c x— 1’

mais, en se reportant & Pexpression du quotient de f{x) par
(z — a) donnée au n° 72, et en faisant la somme des quotients,
on trouve par l'identification

[ o=38 —pg
s0=32 — P151 2P,
(1) )0333 — P15z +pysy — 3 ps,

L O =Sy~ P1Sp_nt Py a-— ...+ (— D —1)pp—q.

La premicre de ces formules fait connaitre s,, la deuxiéme sy,
la troisiéme s3, et ainsi de suite jusqu’a s,_,. On trouve ainsi

| 51= P,

$3=pi—2p2

s3=p{—3Ip1pa—+3pa,

3,= pt— 4pipe - 4p ps-+2p3  —dp.,

S5 = pi—5pipa+ Spipy+5pipt— Sp1pe— Spapa+ 5ps,

Pour obtenir les sommes des puissances dont I'exposant sur-
passe {n—1), on remarque que z9f{x) s’annule pour a, b,
¢y ..., {, et, par suite, qu'il en est de méme de la somme de ces
quantités. On a done la formule générale symbolique

s7f(s) o,

dans lagquelle ¢ désigne un nomhre entier positif, nul ou néga-
tif. En supposant g =1, 2,3, ..., on calculera successivement
Sny Spats Snyz, -+ €0 supposant g — — 1, —2, —3, ..., on
calculera successivement sy, sy, 5_s, . ..; on a d'ailleurs s,— n.

Inversement, on peut calculer les fonctions symétriques fonda-
mentales py, ps, pa, - .., P, lorsquelon connails,, sa, 53, -+ -, Sp-
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Ona
1l py=sy,
2! pp=5} — s,
3! py=s3— 35155+ 2853,
(3) ( 4!p.=st— Bstsy+ Bsys3 353 — 6s,,
5! py=s]—r10s}s;+208}8;-+-158,52 —3058,5, — 208,83+ 2453,

Lremple I. — On a la formule
(Zat+ Zab)?=Za?(Za)+ (Zab)d.
Exemple I1. -~ La somme des produits ¢ 4 ¢ des » quantités

a,a* ad’, ..., ar
a pour expression
a*—1 a*1—g1 a?—t—j an—gq+1 —y 790

—_— - - a 2 .
a—1 al—1 a’ —i af —1

Ezemple III. — Soient des nombres positifs @, b, ¢, ..., [, en nombre p;
désignons par A, G, H les moyennes arithmétique, géométrique, harmo-
nique de leurs puissances d’exposant p; si les nombres donnés ne sont
pas tous égaux, on a les inégalités (ordre alphabétique)

A>G>H.
En effet, par définition,
ATaP+bP+cF’+...—!—lP?
P
G = abe. . .1,
L1 v v, L,
H ar T or "op T

Nous démontrerons d’abord que l'on a A > G; en effet, supposons la
proposition vérifiée pour (p — 1) nombres; nous allons démontrer qu’elle
a lieu encore pour p nombres. On a évidemment

(ar1—br-t) (a— ) 303
d’'otr 'on déduit

aP++ br S aP—1d + br-ta,

Ajoutons membre & membre toutes les inégalités que I'on peut former
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en prenant toutes les combinaisons deux & deux des p nombres, nous ob-

tenons
(p—1)Zar >a(br1+ P14 4 o1},

- b{ap—1+ cP=t4- ..+ lr1),

Mais, par hypothése,

bp-1 P14, P17 (p—1)de... |,
ap—lep 14 L1 (p—1)ac... |,

par conséquent,
(p—1)Zar >p(p—1)yabe... ],

et, par suite, A > G.
En appliquant le résultat précédent aux inverses des nombres a, b.
e. ..., I, on trouve ainsi G > H.

Exemple IV. — L'expression

Sp=(a+b)t+{—a)r+(— b)*
est divisible par
g = a4+ ab + b2,

lorsque 7 est un nombre impair non divisible par 3, et par ¢? lorsque
n=6m-+1.({CAvcHY.)

En effet, on peut considérer S, comme la somme des puissances d’expo-
sant n des trois quantités (@& + &), (— @), (— &), dont les fonctions symé-
triques fondamentales sont

o, —q, r=abla+b).
On a done, sous forme symbolique, la loi de récurrence

SitagS+r;
on en déduit
(S3— ryo g3ss,

et, par le développement,

Sg+(3r2— g3)S;=3rS;+ ri.

Cette formule permet de calculer les sommes S pour les indices de trois
en trois. En élevant les deux membres au carré, on en déduit la relation
récurrente symbolique

Sis— (2g3+37r2)S12 4 (96— 6g3r2+ 3r4)S6 — rySoedu o}
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cette formule permet de caleuler les sommes S pour les indices croissants
de six en six, et de vérifier le théoréme énoncé,

Ezemple V. — Pour n impair ct multiple de 3, 'expression

n-—1

(a+b)yr—ar—br—3(ab) * (a+b)
est divisible par a?—+ ab? + 2. (Cavcny.)
152. Démonstration figurée. — Considérons des pions disposés

sur n lignes — et contenant respectivement a, b, ¢, d, ... pions;
ainsi (fig. 75) nous avons, par exemple, a=2>5, b=14, c= 2,

Fig. 75
a 0O 0 0 0 o
b 0 0 0 O
c o o
d 0O 0 0 0 0 v
e o 0 o

d=6, e=3. Soit g un nombre entier positif, quelconque, et
considérons tous les arrangements complets de ¢ pions, a la
condition de prendre tous les pions dans une méme ligne ; laligne
a renferme a? arrangements complets ; la ligne b en renferme b7,
et ainsi des autres; de telle sorte que le tableau renferme

Sqta"{—kb'I—’—c'T—k . -

arrangements complets. D’autre part, considérons toutes les com-
binaisons simples de tous les pions, en mombre S,, mais en
prenant ¢ pions de telle sorte qu'il n’en soit pris qu’un seul par
ligne; puisqu’on peut choisir entre a, b, c. ... pions, dans chaque
ligne respective, i} est clair que le nombre de ces combinaisons est
égal a la fonction symétrique fondamentale

pq=2qabc....

Nous allons calculer S, en fonction de S, ,, S,_5, .... Pour
former les arrangements complets S, nous prenons d’abord tous
les arrangements complets (g — 1) & (g —1), en nombre S,_,,
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et nous ajoutons un quelconque des Sy = p, pions. Nous formons
ainsi
Plsq—l

dispositions ; mais nous avons compté cn trop les arrangements
dans lesquels le pion ajouté appartient & une ligne différente de
l'arrangement S,_;. Mais pour former les arrangements complets
contenant (¢ — 1) pions dans une ligne et un dans une autre, on
peut partir de tous les arrangements complets S;_.; les systémes

des deux lignes occupées par les pions sont en nombre p., et l'on
a ainsi p» 3, , dispositions; on aurait donc

P13g—1— p2Sg .

Mais, parmi les derniéres dispositions, on a compté en trop
celles qui contiennent (¢ — 2) pions dans une ligne et deux pions
dans deux autres lignes dillérentes; on a done

Plsq-l“‘FESq—24‘PssQ*h

et ainsi de suite. Enfin, les derniéres dispositions obtenues, en
nombre p,_,3,, nc sont pas précisément celles que l'on devait
obtenir; nous avons compté en trop toutes les dispositions de g
éléments, pris sur g lignes différentes, en nombre p,; de plus,
toutes ces combinaisons onl éLé comptées g fois, car pour les ob-
tenir nous avons pris une combinaison de (¢ — 1) pions, et nous
¢n avons ajouté un autre. On a donc la formule générale (*)

Sg—p1Sg 4 +peSys —p3Sy—s + ... = pgy Sy pe.g = 0.

Cette formule renferme toutes les formules de Newron, car on
peut supposer ¢ > r, et alors p, = o.

153. Fonctions symétriques doubles, triples. — Nous venons
d’'indiquer la méthode de calcul des tonctions symétriques simples,
c’est-a-dire des fonctions dont chaque termene contient qu’une seule
quantité ; on appelle fonctions symétriques doubles, triples, ...
celles dont chaque terme contient deux, trois, ... lettres.

(') Maxter, Sur les combinaisons d'éléments disperses dans un plan (Congrés
de Rouen, 1883). — Foir aussi le n° 81.
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SiTon suppose a Z {3, on a
Eaab?:sasg—— Sa+B

le nombre des termes de X est le nombre A2 des arrangements
simples de » objets pris deux a deux. Mais, si 'on suppose 2 = f3,

on a
2Xarbt= s — 594,

ct le nombre des termes de ¥ est la moitié de A2.
Si I'on suppose «, §, v inégaux deux a deux, on a

LarbBeY = 54588, - 458y — 588y g — SySarf -t 250+Bys

le nombre des termes de la fonction symétrique triple est égal au
nombre A} des arrangements simples de 7z objets pris trois a trois.
Mais sideux exposants deviennent égaux, on doit diviser le second
membre par 2! et si les trois exposants deviennent égaux, on doit
diviser par 3!

On peut calculer ainsi successivement les fonctions maultiples
TaxbB...}; le nombre des termes de cette fonction est égal au
nombre des permutations avec répétition des exposantsa, B, ¥, ...,
A, entiers, positifs ou nuls.

Lorsque tous les exposants des lettres de la fonction symétrique
sont égaux, le calcul se simplifie, puisque celarevient 4 remplacer
les quanlités a, b, ¢, ..., { par a%, b*, ¢, ..., {*; par suite, lcs
formules (3) du n® 151 donnent

2! T(ab)t = 53— $1a,
3! Z(abe)* = s;— 354825+ 2534,

4! Z(abed )t = sy — 652 sp0— B850 — 358 — O,

154. Rangement et nombre des termes d'une fonction symé-
trique entiére. — Considérons une fonction entiére et symétrique F
des lettres a, b, c, ..., [; désignons par « le plus grand exposant.
A cause dela symétrie, la fonction F contient a* et si nous mettons
a* en facleur dans tous les termes qui le contiennent, on a

Ff_(luFl—%—...,
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et F, est une fonction symétrique des (n — 1) lettres b, ¢, ..., L
Désignons par 8 le plus grand exposant dans F,, il est au plus
¢égal a a, et I'on peut poser

Fl—f—bﬁFQ—l“..,

F. étant une fonction symétrique des (n — 2) lettres ¢, d, ..., L.
Et ainsi de suite, de telle sorte que le premier terme de I est

AaxdBer... D,

A désignant.une constante et «, 3, ¥, ..., A des nombres positifs
non croissants, les derniers pouvant étre nuls. 5i 'on désigne
par G la fonction symétrique formée en permutant tous les expo-
sants du terme précédent, la différence (F — G) sera une fonction
symétrique dont on détermincra de méme le premier lerme

A1a“| bglCY1 . D‘l,

A, désignant une constantc el oy, By, v, ..., & des entiers non
croissants, positifs ou nuls, c’est-a-dire tels que les différences

N N ~
oy — B, Bi—v1n 71— %, ..., - A

ne sotent pas négatives. Et ainsi de suite.
D’ailleurs le nombre des termes de la fonction symétrique gé-
nérale et homogéne de degré p est égal an nombhre des termes du

développement de
(a+b e . -D,
si la fonction n'est pas homogéne, le nombre

c’est-a-dire a D¥;

des termes est égal a D¥ | (voirle n° 80).

155. Méthode de Waring. —— On a

])1T Ea:
p2== Zab,
p3= Zabe,
pa=abe. . 1

élevons les deux membres de ces égalités anx puissances d’exposants

a—B, B—vy, v—8& ..., x—A kA:
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multiplions membre 4 membre, et par A. Le produit
Apt—Bpb-vpr—8. pr—iph

est une fonction symétrique que nous désignerons par W et dont le
premier terme est égal au premier terme de F. Le calcul de F est
ainsi ramené au calcul de la fonction symétrique (F — W) que 'on
range suivant l'ordre indiqué; on opére sur (F - W), comme sur F,
et 'on trouve une nouvelle fonction W, égale 2

Aq phRepdi o ph b peh phs

on opére de méme sur (F —-"W — W), et ainsi de suite. Finale-

ment on a
F=W +W; 4+ W,+. .,

et la fonction F se trouve exprimeée en fonction des coelficients P
par un nombre d'opéralions qui ne surpasse pas le nombre des
termes de la fonction symétrique générale.

Par suite, on a ce théoréme important : Toute fonction symé-
trique enlicre et & coefficients entiers de n quantités a, b, ¢, ..., [
s’exprime par une fonction cnliére, a coefficients entiers, des fonc-
tions symétriques fondamentales.

156. Degré et poids d'une fonction symétrique. — Désignons

encore pal‘
AarbBer... D

le premier terme d’une fonction symétrique; il résnlte immédiate-
ment de la théorie précédente que cette fonction est de degré o

par rapporl a g, pay Pay « .oy P, puisqu'elle contient le terme
-5 - -3 — i

(1) Apy—Bpl-ypr=8_ px=)p,

de degré

(a—B)+(B—)+(v— )+ (x—A)+ A = a.

Ainsi le terme de plus haut degré de Ia fonction ¥, exprimée au
moyen des fonctions symétriques fondamentales, est égal A a.

On appelle poids d’un terme par rapport a des quantités p,, p,,
Pay - -+ Pa, affectées d'indices, la somme des produits oblenus en
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multipliant Pexposant de chaque lettre par son indice; ainsi le
potds du terme (1) est

{ae—B)+2(f—y)+—...«-{(n—1)x— M) +ni,

¢’est-d-dire
e+ 8-y A= p

Par suite, toute fonction symétrique et homogéne de degré p.
de n quantités @, b, ¢, ..., { est une fonclion entiére de degré a
par rapport & p,, pa. P, ..., P, et dont tous les termes sont du
méme poids x. On peut vérifier directement ce théoréme en ob-
servant que, s1 'on multiplie toutes les quantités données par un
méme nombre quelconque ¢, la fonction symétrique homogéne se
trouve multipliée par ¢t et les fonctions symétriques fondamen-
tales py, ps, ps, -, pasont respectivement multiplides par ¢, £2,
B, ...,

ATaide des deux principes précédents, on peut écrire immédia-
tement la partie littérale d’une fonction symétrique, et il ne reste a
déterminer que les coefficients. Ainsi la fonction

Ta(b—c)?
est de degré 2 et de poids 4; par conséquent, les seuls termes
qu’elle peut contenir sont Piy Psfrs Pa-
Exemple I. — Calculer 'expression de Za3bze.
On trouve
PrpaPy—3Pipa—3pi 4 papit 7 p1ps—12 P

Ezemple II. — On a les formules

2

Tarb*(a—b)2=s548419— 534,
Zarb*(a+b)a—b)= sySy+3— Sxr15a+e.
Exzemple I1I. — Calculer les valcurs des fonctions symétriques Za?b?,
Talbzer, ., ..
En désignant par u le nombre des carrés contenus dans chaque terme,
on a, pour X, expression

Pi-= 2Py Pu+1 T 2 Pu—a Parr— « v 222 P1Pap—1 57 2 Paps

137. Formules de Waring. — On peut calculer direclement s,
au moyen des fonctions symétriques fondamentales par une formule
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de Warine. On peut démontrer de diverses maniéres (') que s, est
le produit de 2 par le coefficient de ¢ dans le développement de

I'expression
Rz R3 R=
R4+ — 4+ o+
) 3 a
en supposant
P Pa | pPa Pr,
R = p — ﬁ - a:-:3 *‘-..—(-I)"-JJ;
Par suite, on a
(M= R+ h.— ! ]
(1 s Wit s ne w el IRV g

et le signe T s'étend & toutes les valeurs entiéres, positives ou
nulles, des A qui vérifient la relation

M+ 2he=t. . .+l =2

Inversement, on peut calculer les fonctions symétriques fonda-
mentales py, pa, Pay <oy Pu, a2 Moyen des sOMMES $y, Say Sgy -y Sn;
on démontre que (- 1)%p, est égal an coefficient de x* dans le
développement de Pexpression

Q , Q Q3
et e e e
€n Supposant
5 $a $a Em
— - oo PR S L e M
Q IT2T2+:51‘3 ‘”._'_II..T/'"—'—“.’

(*) La inéthode la plus rapide, qui ne peut trouver sa place dans le texte, re-
posc sur Iidentité

(r— {f)(l—- b)([-—‘-€>:l-— &-1- Py —...—}—(—1)"—‘5‘;
x & x x x? "

si 'on prend les logarithmes des deux membres, on en déduit I'identité

s $ $
Qf-L—‘é + f::; + ax"u + ... —log(r— R);

ct si 'on développe le second membre en séric, il suffit d’égaler les coefficients
de z—2,
Inversement, on a 'identité symbolique

1— Rt e q,

qui donne les formules suivantes.

(%3]
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par suite, on a
’ (— DYt htecthe g 7-1(54))‘” sp\Ar
. - — > s — - 4. =
(2) (—1)*pa IR T AR L2 r/

et le signe ¥ s’étend A toutes les valeurs entiéres, positives ou nulles,
des % qui vérifient la relation

}-1—4— 2)\2—‘.'.. .-4-1‘)».,.:":(1.

Fremple I. — En particulier, les fonctions symétriques de deux quan-
Lités a et &y pour lesquelles

a—+b=p, ab = q, an— b= g,
sont données par la formule

nin-—73)

S A_.___Pu--'aqﬂ_“.

§, == n_ipn—z 4+ —
fn= P 1} 7 2!

nin—r--N(n—r—2)...n--2r-+1)

(=1 proirghae

r!
Si lon remplace 2 par 2, & par o1 ar et ar 1, on exprime
] p : » PP q p ;
X, —ax*—x—" cn fonction de y =z + z— 1

FEremple . — En rcprenant les notations de 'Exemple IV (n°131), on
a encore la formule

—3
(a —+ b)n_ qlt— hrn— ngr [qn—ﬂ__ ,n"'_ (jn-s r

2!

(r—4Xn—205)

B g Tri—, .
Exemple III. — Avec les mémes notations, la premiére formule de

WaRING montre que s, est be produit de « par le coeflicient de z—*dans le
développement de U'expression
R2 R? R2
R+ — - +...——>
2 3 x
en supposant

on a donc

2 ci, -
Sop = 2100 ﬁl g"_:“ 7,

2141

C:5 s
Sappr=(20 1) En”Tg(]u—al-lr;z—»—l,

pour toutes les valeurs entiéres de i non négatives, pour lesquelles les ex-
posants de ¢ et de r ne sont pas négatifs.
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On en déduit immédiatemeut, en posant

sp=(a+bym+{—a)+(— b)),
— at+ ab —I-bz,

) r—=ab(a -+ b},
que si

n—=~6m, s, n'est divisible ni par ¢, ni par r;
n==6m-+r1, sp est divisible par g2r;

n=06m-+ 2, $po» » » ¢, et non par r;
n=6m-<+3, Sn ? » DI N I T T o
n==06m-4%, Sp » » wogZyw noor;
n=6m-+5, Su ¥ » »ogr.

FONCTIONS DE DIFFERENCES.
158. Formules de Lagrange. — Elles servent a exprimer les

sommes des puissances de méme exposant des différences mu-
tuelles de » quantités données, au moyen des sommes des puis-
sances de ces quantités elles-mémes. Désignons encore par a, b,
¢y ..., L les n quantités données; par S, la somme des puissances
d’exposant a de leurs n(n — 1) différences mutuelles. Lorsque o
est impair, la somme S, est nulle, puisque les termes tels que
(a— b)Y et (b — a)* sont égaux et de signes conlraires; mais, si

. . o
@ est pair, ces termes s'ajoutent el 'on remplace S, par 25 S en

ne considérant alors que les carrés des différences, au nombre de
v—=1n(rn—n.
On a, par la formule du binéme,
E(x— a)?= s5o22% — Clgs1 2201+ CL ;38,2272 . . . ~f-$34;

si I'on remplace successivement z par «, b, ¢, ..., {, el si 'on
fait la somme des résultats, on obticnt

_ 1
Sq—- S F2q — C;}.qsl o571+ C%ququ_g .. .+§(gl)chq-§'q§q.

En donnant 2 ¢ les valeurs successives des v premiers entiers,
on calculera 8,, 8;, 83, .. ., 5,. Parles formules de Newron, ou par
celles de Wanixe, on pourra calcaler les fonctions symétriques
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fondamentales P,, Ps, P3, ..., P, des carrés des différences des
n quantités données, au moyen des fonctions symétriques fonda-
mentales py, pa, Pa, - . .. p'a de ces quantités elles-mémes.

On suivrait une marche semblable pour former les fonctions
symétriques des sommes des r quantités données prises deux a
deux.

Exemple I. — 5iVon désigne par p, ¢, r les fonctions symétriques fon-
damentales de trois quantités, et par P, Q, R les fonctions symétriques
fondamentales des carrés de leurs différences, on a d’abord

1= P

so=pt--2q,

s3=p3—13pg +3r,

s, =pr—4pig -4 pr + 2%

s5=p5 —5plg + SpEr--Spg? — Sqr,
sp=pt—6prg - 6pir - opigr—12pgr —293 + 317,

puis, par les formules de LAGRANGE,

S;=3s,—s3,

Se=3s,— 485183+ 352,

Sz== 35— 65185+ 15525, — 1053
et, par suite,

S;=a2pr— 64q,
Sy=oapt—r12p?q +18g%
Ss=o2pt—18prqg —12p3r +57p2q2 + Sipgr — 66 ¢* — 81 r°;

enfin, par les formules (2) du n° 151

P =2p% — &g,
Q=p* — bp*q-+99%
R=pig*+18pgr —4g3— 4p*r —27r

159. Méthode de Serret. — Toute fonction des différences de
n quantités ne change pas, lorsqu’on augmente celles-ci d’'un méme
nombre ¢; alors les fonctions symétriques fondamentales prennent
des accroissements

AP]) AF‘.’: R Apftfl) Af’m
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qui s’annulent avec ¢, et dont les termes qui contiennent £ 4 la pre-
miére puissance sont respectivement

nt, (n—1)p1t, ..., 2ppat, pal.
Mais une fonction quelconque ¢ de py, pa, ..., py_s, p. devient
o(p1+ AP, pa—+ Apgy .. .);

putsque le résultat ne change pas pour une fonction de diffé-
rences, les coefficients des diverses puissances de ¢, el en particu-
licr celui de ¢, sont nuls. Par conséquent, la fonction o doit véri-
fier la relation

o0

n—-—+{n—r1) ﬁ+(n 2) dc?—i— =0
opr pj()[)g pidpg T

Exemplel. — Former le produit p des carrés des différences de trois quan-
tités données a, &, ¢, au moyen des fonctions symétriques fondamentales

Pyg,r.

La fonction symétrique cherchée est de degré 4, de poids G; son premier
terme est a*b?, et ainsi la fonction contient le terme p?g2. Soit donc

o= prq*+ Ar*+ Bpgr + Cpir + Dg3

si I'on annule identiquement l'expression

9 9%

do

op +a2p

on én tire
2A + 3B = o, 2B +gC=o, B-+6D+6=o, Cuagq=0

et, par suite

C=—4, B=+18, A =—27, D—=—4.

160. Fonction alternée de Vandermonde. — On appelle fone-
tion alternée de n quantités données toute fonction qui change
de signe, mais non de valeur absolue, lorsque 'on échange de
loutes les maniéres possibles, en nombre v— C2, les quantilés
qu’elle renferme.

Désignons par V le produit des v différences des n quantités
prises dans 'ordre suivant, déterminé de telle sorte que l'on prend
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I'excés de chacune des quantités sur toutes celles qui les précédent
dans 'ordre donné

(b —a)
(¢ —a)(e —b)
Vo (d-aid—b)d -c)

le produit V est une fonction alternée des n quantités, que l'on
appelle la forction alternée fondamentale de Vaxoenmonne; en
d’autres termes, si 'on échange deux des quanutés f et A, par
exemple, le produit V change de signe. En cffet, V conlient quatre
groupes de facteurs :

1° Ceux quine contiennent ni f, ni /;

2° Ceux qui contiennent f et non £;

3" Ceux qui contiennent A et non f;

4" Le facteur (f — L) ou (A — f).

Les facteurs du premier groupe ne changent pas; ceux du se-
cond se transforment en ceux du troisiéme et inversement; enfin
le dernier facteur, seul, change de signe.

Sil'on pose

J@y=(x—a)zx—0)x—c)...(x—1)
on a

Sla)= % (a—=-b)a—e)...(a—1)

S o)=L —a) % (b—ec)...(&6—1)

Sery=( —ale —b) % ...(c—1),

..................... P N R

J =1 —a){ —b)({—cec)... = ;
par suile, en multipliant,
Vi= (=t f(a) (b)) (). .. f ().

Ainsi V2 est une fonction symétrique des quantités a, b, ¢, ..., {;
il en est de méme du carré de toute fonction alternée.

Considérons maintenant une fonction entiére quelconque, mais
alternée F, des n quantités; le rapport F:V ne change pas par une
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transposition de denx guantités; c’est donc une fonction symé-
trique. Ainsi toute fonction entiére et allernée de » quantités est
le produit d’une fonction symétrique entiére par la fonction al-
ternée fondamentale de Vanpermonpe.

161. Développement de la fonction de Vandermonde. — Sil'on
effectue le produit V et qu’on opére la réduction des termes sem-
blables, on obtient un polynéme homogéne de degré v par rap-
port aux quantités @, b, ¢, ..., {. En faisant d'abord le produit
des termes de la derniére ligne, puis de la précédente, et ainsi de
suite, on voit que V contient le terme

3 —
atblerds,, a1

avec le coefficient - 1; c’est le terme principal de la fonction
alternée; par suite, le produit V est la somme des termes, en

nombre n!,
Y =Zdablc. ., In1,

que 'on peut déduire, du terme principal, par tous les échanges
de deux lettres quelconques; ces termes ont le coefficient ~- 1, ou
— 1, suilvant qu'ils se dédunisent du terme principal par un nombre
pair ou impair d’échanges. En effet, la somme ¥ est une fonction
alternée des n quantités données : elle est donc divisible par V;
mais, puisque ces fonctions sont du méme degré, le quotient est
une constante que Pon trouve égale a I'unité par la considération
du terme principal. .

On doit observer que, au lieu d’exécuter les permutations sur les
lettres @, b, ¢, ..., {, on peut, sans changer les résultats, les exé-
cuter sur les indices o, 1, 2, ..., (n—1).
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CHAPITRE XVI.

LES DETERMINANTS.

La résolution du systéme de deux et de trois équations litté-
rales du premier degré, & deux et & trois inconnues, a conduit Lems-
niz (1693) a la théorie des déterminants par ’étude de la lo1 de
formation et des propriétés du dénominateur commun des incon-
nues. En 1550, cette théorie a été retrouvée et généralisée par
Cramer, pour la résolution d’un systéme de n équations littérales
du premier degré a n inconnues. Elle fut ensuite appliquée dans
un grand nombre de questions d’Analyse par Bézour, Vanper-
MoNDE, Lacrance, Gavss, Wronskr. C'est en 1812 que cette doc-
trine est devenue féconde, et a ¢é1é étudiée d’une facon systé-
matique par Cavcey. Elle a été développée considérablement
par Jacosr, Cavievy, Hesse, Syrvester, Hermite, Cressca et Bor-
CHARDT.

Cette théorie a conduit Vanpervonoe a la notion des fonctions
alternées dont nous avons donné les principales propriétés dans
le Chapitre précédent; inversement, on peut déduire les pro-
priétés générales des déterminants, par 'emploi du calcul sym-
bolique, de la fonction alternée fondamentale de Vanner-
MONDE.

« Qu’est-ce au fond, dit Syrvester, que la théorie des déter-
minants? C’est une Algébre au-dessus de ’Algébre, un calcul qui
nous met & méme de combiner et de prédire les résultats des opé-
rations algébriques, de la méme maniére que ’Algébre nous per-
met de nous dispenser de 'exécution des opérations particuliéres
de I'Arithmétique. »

Dans ce Chapitre, nous exposerons rapidement les principales
propriétés de cette théorie, en renvoyant aux Traités spéciaux pu-
bliés par Brioscur, Bavrzer, Ssrmon et Gunruer. Pour le lecteur
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peu familiarisé avec cette méthode, nous recommandons plus
particulierement 'Ouvrage de M. Mansrow (1).

162. Définition et propriétés du déterminant. — Désignons para
le symbole de n quantités données

Qy; Ay, Aa, ey lhp—q,

par b, ¢, ...,/ les symboles d’autres quantitds; en d’autres
termes, considérons les »? quantités quelconques

1 [£ 2} bg Co [ ?0 I
! ay b[ £4 . [1 i
I [£2) bg Cg PPN [2

b

| |
I @p-1 bpoy Cn—1 o4 !n—l '

Si I'on fait le développement de la fonction alternée fonda-

mentale
V=X -agvble?,. . In—

et si Uon remplace les exposants par des indices, on oblient le
déterminant ou la somme alternée

D=2+ aoblcg. ..l,lAl

des n? quantités données. Comme les échanges nécessaires pour
former les termes de V ou de D peuvent porter indifféremment
sur les letires ou sur les indices, on en conclut qu'un dérermi-
nant ne change pas de valeur lorsqu’on remplace les colonnes
par les lignes, car le terme principal formé par le produit des
éléments de la diagonale descendante reste le méme.

Il résulte de la définition qu'un déterminant change de signe
lorsqu’on échange les éléments de deux colonnes, puisque cela
revient a I'échange de deux lettres de V. Il en est de méme dans
I'échange de deux lignes. Par suite, un déterminant qui con-
tient deux rangées identiques est nul.

(') P. MansioN, Elements de la théorie des deéterminants, avec de nom-
breux’ éxercices, 4° édition; 1883 (Paris, chez Gauthier-Villars).
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1I résulte encore du développement de la fonction alternée V
que celle-ci se trouve multipliée par A, lorsqu’on remplace «, &
ou ¢ par ah, bi, ck; par suite, on multiplie ou l'on divise un
déterminant par X, en multipliant ou en divisant tous les élé-
ments d’'ure rangée par k. De la ce corollaire :

Un déterminant est nul lorsque les éléments d’une méme ran-
gée sont proportionnels aux éléments d’une rangée paralléle.

Enfin, on remarquera que sil’'on a
a,=arf, bpz br, cp=cP, veny l[,: ir

pour toutes les valeurs o, 1, 2,....{n — 1) de p, le déterminant D
est identique a la fonction alternée fondamentale.

163. Développement du déterminant. — [.e déterminant D est
une fonction linéaire et homogeéne des n quantités

gy A1y, @y waey Que1,
et I'on peut poser
D= a0A0+ a‘lAl+ (ZQAQ*L—. s p AAR_“
en désignant par
A(h Al) -5\2' .y AJ: -1

des quantités qui ne contiennent aucun des éléments a. 11 est fa-
cile de déterminer le coefficient A, de a,, puisqu’il correspond a
I'ensemble des termes indépendants de @ dans le développement
de la fonction V, c’est-a-dire au produit de bed. . .7 par la fone-
tion alternée fondamentale des lettres b, ¢, d, ..., {, cn ayant
soin de remplacer ensuite les exposants par des indices. On a
done

' bl (] PN ll i
td » e 4

A(]:i .2 C- z [.
| bnoy Chey .. lpy

Ainsi le coefficient de a, dans le déterminant D est égal au
déterminant obtenu ¢n supprimant la ligne et la colonne qui con-
tiennent @,. On peut obtenir de méme le coefficient d’un élément
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quelconque, dans le développement du déterminant D, suivant
tous les éléments d’'unc méme rangée; 1l est égal au détermi-
nant = IV, obtenu en supprimant dans le déterminant D la ligne et
la colonne qui contiennent cet dlément. En effet, sans changer la
valeur absolue de D, on peut amener la ligne qui contient 1'é1é-
ment considéré A la place de Ia ligne supérieure par des échanges
conséeutifs de deux lignes; on pent ensuite amener la colonne qui
contient I'élément considéré, a Ja place de la premiére colonne &
gauche, par des échanges consécutifs de colonnes. Alors lélément
considéré occupe la place de a,, et, si 'on supprime la premiére
ligne et la premiére colonne du déterminant transformé, on ob-
tient le déterminant D',

Pour déterminer le signe, il suffit d’observer que D a changé
autant de fois de signe qu’il y a d’unités, moins deux, dans la
somme des rangs de la ligne et de la colonue qui contiennent
I'élément considéré. Si I'on suppose les éléments du déterminant
placés sur les cases d’un échiquier & deux couleurs alterndes,
comme I'échiquier ordinaire, on prendra le signe +, ou lc signe —
suivant gque I'élément a, et I'élément considéré seront placés sar
des cases de méme couleur, ou sur des cases de couleurs différentes.

Le coefficient d'un élément, pris avec son signe, s'appelle le
mineur correspondant du premier ordre; on le désigne par une
grande lettre. Par suile, un déterminant est égal 4 la somme des
produits obtenus en multipliant tous les éléments d’une méme
ligne ou d'une méme colonne par les mineurs correspondants.

Ainsi, pour le déterminant D du troisiéme ordre

a by ¢ [

|

D=lay, & ¢,
ay by g

on a les six développcments

D= alAi'—l'- a2A2+ 113A3,
D — [)1 Bi+ b'l B.I—F b3B3,
D == Cy Ci-l_Cg Cg—l—C3C3,

D= a A+ b] B1+ CgCl,
D= ayAs+ 5B, + ¢ Cs,
D= a3A3+ b3B3 + €3 G3.

164. Calcul des déterminants. — Si tous les éléments d'une
rangée d’un déterminant sont nuls, a I'exception d'un seual, le
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calcul de D se réduit 4 celui d’un déterminant ayant une ligne et

une colonne en moins.

Si tous les éléments d'unc rangée se décomposent en la somme

de deux autres, le déterminant se décompose en une somme de

deux déterminants.
Un déterminant ne change pas dc valeur si on ajoute a lous
les éléments d’une méme rangée ceux d’une autre rangée paral-

leéle multipliés par un méme nombre.
St p lignes ou p colonnes d’un délerminant deviennent iden-
tiques pour £ = «, le déterminant est divisible par (z — a)pt.

Exemple I. — On a

L (b +e)2 a® a?
i /L (c+ a)? b =o2abeia—+ b+ ¢)3,
i c? c? (a4 b)2

Exemple If. — Le déterminant

’ {(z+2a) (x+20P (z+2¢) ]
| (#—a) (z+b)} (x- e) '
z al 03 cd I

est égal au produit de

par

323 (b—a)(c—a)(c—b),

(@ -+b-4c)z?+ 3(be + ea +— ab)x + Gabe.

Eremple III. — On a

T T )

<
2 ¢ < o~

o

w

= ala® 4 P 4- o2yt 2 bcfiy — 2eeyx—2abal.

R

=]

Ezemple IV, — On a

Yol a
— T
—b —

=zt (@bt B2 D22 (ax 4 bO ey )t

8 8 @ o
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Exemple V. — Le déterminant
o} I { I |
1 a+2 btz c+x
roasy V+y 4y

1 @'"+3 b"+3 "+ 3

est indépendant de x, », 2. { SYLVESTER.)
Fremple VI. — Le déterminant & n lignes
N N S
i wob kA
J‘ wouwoe A ,
! aowonod o
|

dans laquel tous les éléments d’un méme coté de la diagonale sont égaux,

a pour cxpression

)\ f( ml—u f
A-—p

¢i I'on pose

S(@y=(x—a)iz—b)...(x —1).
Pour 2 = A, il se réduit a
(—oe[ A -2 f(W)).

Exemple VII — Calculer [e déterminant

i I con I
‘ ”\rlz “\11L+2 s A}L+p
i
2 2 2
Ap = Ajer Al - Am—p ’

e ) -
LALTD AR ALTh

dans lequel A désigne le nombre des arrangements simples de p objets
prisg a g (n° 43).

Exemple VIII. — Silon désigne par a, &, ¢, ..., [ des quantités quel-
conques en nombre n, par s leur somme, et par A, B, C, ..., L les excés
de cette somme sur les quantités données, le déterminant

r—A (7 ¢ ) |
o x -—- B ¢ ! !
a b x—C ... 1 |
a b c R S B
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a pour expression z{z — s)7~1, et le déterminant obtenu en remplagant
a, b, e, ..., lpar A, B, G,

, L a pour expression
[z — (r—2)s](x—s)*L

Exemple LY. — Le déterminant

ar—b, ar—by ... ay—b,

as--b, ay—by ... ag- by

Cla—'bl 03—[)2 ‘e a_';'—‘/)n

ian—bl ap— by ... an— by

est identiquement nul,

Ezxemple X. — Le déterminant obtenu en remplagant les éléments du
déterminant précédent par leurs inverses est égal au produit des diffé-
rences mutuelles des nombres a, multiplié par le produit des différences
mutuelles des nombres & et divisé par le produit de toutes les différences
telles que (a,— b;). (Csavcny.)

165. Eléments a deux indices. —- Au lieu de désigner les élé-
ments d’un déterminant par des lettres différentes (n° 162), o
peut se servir d’une seule letire @ avec deux indices, en représen-
tant par a] le terme placé dans la ligne — de rang z ct dans la
colonne | derang .

4 1 2 3 R Y
al al ai ... af,
1 2 3 "
al at ai ... a},
(A) al a} aj ... afi,
2 3 n
al ai a} c-r Qne
x

Un terme quelconque du délerminant est donné par

¥ Yne
eallalialy. . agn;
les nombres x,, Zs, Z3, ..., Tn Teprésentent une permutation quel-
conque des npremlers nombres, et les nombres ¥y, 72, NESRRINE
representent une permutatlon quelconque des n premlers nom-
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bres; de plus, le coefficient ¢ est égal & 4-1 oua —1 suivant que
les permutations

Ty &y X3 .. Ty et Y1 Yo ¥s oo ¥

appartiennent a la méme classe ou a des classes différentes.

On obtient tous les termes dn déterminant, en nombre n!, en
laissant thvariables tous les indices inlérieurs z et en permutant de
toutes les maniéres les indices supérieurs y, ou encore en laissant
invariables les indices supérieurs y, et en permutant de toutes les
maniéres les indices inféricurs .

St l'on change les signes de tous les éléments situés dans les co-
lonnes de rang pair, puis si I'on change les signes de tous les élé-
ments situés dans les lignes de rang pair, la valeur du déterminant
reste la méme, mais tous les éléments dont la somme des indices
est 1mpaire se trouvent, en signe contraire, dans le nouveau déter-
minant.

Désignons le déterminant des n2 éléments « par
A=Zxalal...a?

ct par A} le coefficicnt de « dans le développement de A, sui-
vant les ¢léments de la 70 ljigne ou de la *"° colonne; le mineur
du premier ordre, obtenu en supprimant la ligne et la colonne
correspondantes, a pour expression (— 1) A% et les sommes

3 . 3
alAl - @l AL - a A,

al Ay + af AL +.. .+ af, AL,

soni égales & A, ou & zéro, suivant que 7 et s sont éganx ou iné-
g'duX.

Sil'on désigne par A, B, P trois déterminants de degré n, for-
més avec des éléments quelconques a, b, p, i deux indices, le dé-
terminant de degré 2 n

1 n 1 n
ay ... ay pi ... pyl
1 n ! 2
€= @ .- A PLov.. pi
o ... o & ... b7
o ... o b ... b&¢
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dans leque! tous les éléments situés au-dessous da déterminant A
sont nuls, est égal au produit AB.
St, pour simplificr, nous posons

J

G =

O B AP

AP’7 OBI'

on a = (—1)*AB, puisque 'on passe du déterminant C au dé-
terminant (', en échangeant respectivement les n premiéres lignes
avec les n derniéres.

166. Multiplication des déterminants. — Pour multiplier deux
déterminants A et B, que 'on peut toujours supposer du méme
ordre n, nous remplagons dans le déterminant P tous les éléments
de la diagonale principale par — 1 et tous les autres par o; on a
donce

al ... a? (—1) ... o
| )
AR — al ... a? 0 . (—1)
- 1
o ... o b} bt
o ... o0 bl b}

Ajoutons aux éléments de la premiére colonne les éléments des
n derniéres, multipliés respectivement par

2 3 e
a':ll: a‘l) a‘l: vy al'7

ajoutons aux éléments de la secondé colonne les éléments des
n derniéres, multipliés respectivement par

al, a}, ai, ..., a},
et ainsi de suite jusqu’ala n*™ colonne. Posons, de plas,
¢l =albl +alb} +...+ atbr,

le déterminant AB devient

o ... 0o (—1n ... o

o ... o 0 e (=1
cl . e} bl . bt
¢y ... ¢€F Bl b2
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Par suite, d’aprés la valeur du déterminant €', considéré dans
le numéro précédent, on a

— 1,2 -3 I3
AB=ZZcleclcd. ..}

(’est dans cette dernidre égalité que consiste la régle de mulei-
plication par lignes. En changeant, dans'un ou I'autre des deux
déterminants A et B, les colonnes en lignes ou les lignes en co-
lonnes, on obtient quatre maniéres de faire la multiplication.

Plus généralement, si l'on considére deux systémes A et B de
gr quantités a et b & deux indices, renfermés dans deux rectangles
de g lignes ct de n colonnes, et sil'on détermine ¢, comme ci-des-
sus, le déterminant des n® quantités

1 n
el L. of

a-| "

3 n o
I(‘u cee G

estnul pour n>> ¢; pour n =g, on a C=AB, ¢t pour n <C g, le
déterminant C est égal & la somme des produits des déterminants
formés en prenant les ¢ colonnes de A et les ¢ colonnes corres-
pondantes de B; le nombre de ces produits est égal au nombre des
combinaisons simples de n objets pris g a ¢. Ge théoréme fonda-
mental, donné par Biner et par Cauvcay, est la généralisation de
résultats qui avaient été obtenus par Lacrance et par Gauss.

Exemple I. — Déterminant symétrigue. — C’est un déterminant dans
tequel les éléments de la diagonale principale sont quelconques, les élé-
ments placés symétriquement par rapport  cette diagonale étant égaux.

Les mineurs qui correspondent & deux éléments symétriques sont égaux.

Le carré d’un déterminant est un déterminant symétrigue.

Carré du déterminant de VANDERMONDE. — Si V'on pose

sr=ar+br4c'—+...+ 1",

on a
So §1 8y Y
51 Sy 8 ee- $n
Vi=| 5 S5 8 Y R
. - .
$p—1 Sn Sp+1 ... Szp—2
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Exemple II. — Déterminant gauche. — CGest un déterminant dans le-
quel les éléments de la diagonale principale sont quelconques, les éléments
placés symétriquement, par rapport a cette diagonale, étant égaux et de
signes coatraires. Si les éléments de la diagonale principale sont tous nuls,
le déterminant est dit symétrique gauche.

Si I'on change tous les signes des éléments d'un déterminant symétrique
ganche de degré n, on le multiplie par (—1)?; donc il est nul, pour ~ im-
pair. Les mineurs qui correspondent a des éléments placés symétriquement
par rapport a la diagonale sont égaux et de signes contraires.

Un déterminant symétrique gauche de degré pair est le carré d'une fonc-
tion de ses éléments, que l'on appelle Pfaffien. (CAYLEY.)

Lorsqu’un déterminant symétrique gauche de degré 2 n est symétrique par
rapport & sa seconde diagonale, on peut le mettre sous la forme du cavré
d'un déterminant de degré n en ajoutant aux éléments d’'une vangée ceux
de la rangée symétrique par rapport au centre. ( GUNTHER.)

Exemple 1. — Circulant. — C'est un déterminant dont les lignes suc-
cessives sont formées par les permutations circulaires des ¢léments de la
premiéie ligne.

Tout circulant de degré pair peut éire rendu symélrique par rapport au

centre.
Le circulant dont la premiére ligne se compose de n termes en progres-

sion arithmétique de raison r ct de somme 3 a pour expression

nin—*"
AN

(—1) 2 a2 pn—1§,

Le circulant dont la premiére ligne se compose des carrés des n premiers
nombres enticrs a pour expression

. (n =1 (2n +1y1ne—2

"oy —ntl,
» (R

(1=

Le circulant dont la premicre ligne se compose des coefficients du dé-
veloppement de (1-4-x)" est égal a 27 ou & o, suivant que n est pair ou
impair.

Le produit de deux circulants de méme degré est un circulant.

EQUATIONS DU PREMIER DEGRE.

167. Formules de Cramer. — Résolution de deux équations
du premier degré i deux inconnues. — Systéme (.19 trois équations
A trois inconnues, de quatre ¢quations a quatre mnconnues.

Un systéme de 7 équations du premier degré & n inconnues,
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dont le déterminant des coefficients des inconnues n’est pas nul,
admet une solution et n’en admet qu’'une seule. Chacune des in-
connues est égale & une fraction ayant pour dénominateur commun
le déterminant des coefficients et pour numérateur le détermi-
nant obtenu en remplagant dans le dénominateur la colonne des
coeflicients de I'inconnue considérée par les seconds membres des
équations.

Pour démontrer ce théoréme important, on range les équations
de telle sorte que le mineur obtenu en supprimant la premiére
ligne et la premitre colonne du déterminant ne soit pas nul, et
I'on fait voir que le systéme a une solution unique, en supposant
le théoréme vérifié pour un systéme de (n —1) équations a
(n — 1) inconnues. D’ailleurs, pour chaque colonne du détermi-
nant, il existe un mineur du premier ordre qui n'est pas nul; par
conséquent, les inconnues se présentent toules sous la forme de
Cramer, sans qu'il soit nécessaire de vérifier a posteriori l'exac-
titude du résultat, ainsi que Gauss le pensait.

Ezemple 1. — Deux marchands de vins entrent dans Paris, lun avec
61 barriques et 'autre avec 20 barriques du méme prix. Mais, comme ils
n’ont pas assez d’argent pour acquitter les droits d’entrée, e premier paye
avec 5 barriques et ajoute 40; I'autre acquitte avec 2 barriques et on lul
rend 4o, Quels sont les prix de la barrique et du droit d’entrée de cha-
cune d’elles ?

La barrique vaut 110" et le droit d’entrée est de 10", On doit remar-
quer que les barriques qui restent 4 I'octroi ne payent pas 'entrée, et c’est
la la curjosité de ce probléme que LE VErRIER appelait probléme pidge.

Erxemple 1I. — Les aiguilles d’'une montre sont en coincidence a midi;
a quels instants seront-elles encore en coincidence ?

Dans l'intervalle de douze heures, il y 2 onze rencontres se succédant
4 un onziéme d’heure. — Calcul des éclipses. — Durée de la rotation du
soleil autour de son axe, etc.

Exemple 1II. — Les aiguilles d’une montre sont en coincidence a midi ;
& quels instants seront-elles : 1° directement opposées; 2° perpendicu-
laires; 3° a quels instants sont-elles inclinées d'une fraction donnée du
cadran?

Ezxemple 1V. — Les aiguilles d’'une montre sont en coincidence 3 midi,
quelles sont leurs positions simultanées pour lesquelles les deux aiguilles
peuvent &tre remplacées I'une par 'autre, 4 un autre instant.

En imaginant une aiguille fictive marchant douze fois plus vite que Iai-
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guille des minutes, les positions demandées se succédent aux intervalles
des temps de coincidence de l'aiguille des heures et de l'aiguille fictive.
Done, en douze heures, il y a 143 positions des aiguilles, qui se succédent
a intervalles égaux, en tenant compte des coincidences. — L’énoncé et Ia
solution de ce probléme sont dus 4 M, La1sANT.

Kxemple V. — Un paquebot met a la voile de Douvres avec un vent
frais, arrive & Calais en deux heures. Pour retourner, le vent étant con-
traire, il fait 6 milles de moins & I'heure; mais, 4 mi-chemin, le vent
change de nouveau, le paquebot fait deux milles en plus, a l'heure, et re-
vient 4 Douvres dans les six septiémes du temps qu’il aurait employé si le
vent n’avait pas changé. Trouver la distance de Douvres a Calais et les vi-
tesses différentes du paquebot.

Distance, 22 milles. — Vitesses a 'heure, 11,5 et 7 milles.

Ezemple VI. — Deux stations distantes de 4 sont reliées par une
double ligne de tramways. A chaque station, les voitures partent de trois
en trois minutes, et marchent avec la méme vitesse sur chaque ligne. Un
pi€ton: parcourt uniformément la méme ligne; au moment ou il part de la
premiére station, il voit une voiture la quitter, une autre y arriver. De
méme, au moment od il atteint la seconde station, une voiture en part et
une autre y arrive. En comptant les voitures avec lesquelles il s’est trouvé
& l'une et 4 Tautre station, le piéton en a renconteé 19 allant dans le
méme sens et 43 allant en sens contraire. Trouver la vitesse du piéton et
celle des voitures ?

Ezemple VII. — Résoudre les équations

ar—+—by-+czidl =X,
—br+ay+dsi—cr=7Y,
—cr —dy +az+ bt =17,
~duw+cey —bs +at ="T.

Si I'on forme le carré du déterminant des inconnues, on voit que ce di-
terminant est le carré de Pexpression

A=a?+- b2t 24 d2
On a ensuite
Ar=aX —bY — cZ —dT,
Ay =bX+aY —dZ+¢T,
Az =cX+dY+al—bT,
At =dX —cY+bZ+aT,

et, en ajoutant les carrés (n® 69),

(@ b+t d?) (22 + 2+ 22+ 2) = X2 Y2 - Z2 - T?
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Ezemple VIII. — Résoudre, par rapport a z, ¥, 3, &, p, ¢, F, 5, les
équations

ar—by—cz+dt=2-ep+ fgi-gr+hs=X,
—brvayida— et fp—eq--hr+gs=YX,
—cxr—-Ady-iaz— bt gpahg--er— fs=1,
wdrA cy--bz+ at—4-hp—gg+ fr—es=T,

ex — fy—gs—ht- ap+bgcr+ds="D,
—fr-i ey hzd-gt—hptag—dr+cs=10Q,
—gr- hy- ez ft— ep= dg-ar--bs=—R,
—hx--gy- fo- el—dp—cq-+br+—as=3.

En prenant le carré du déterminant des inconnues, on voit que ce dé-
terminant est le bicarré de l'expression

A= a2 62,;,(}24,_ ‘{2_% (72,:,.]‘"2__’, 57-2_1__ ];2_

En multipliant ensuite les équations par les nombres a, b, ¢, d, ¢, f,
£, k, pris avec des signes convenables, on trouve

Az =aX —bY — ¢Z —dT — el — fQ — gR—FAS,
Ay =X+ nuY—dl+ ¢cT— fP+eQ+AR— g5,
Az =X +dY +aZ--0T - gP-—-hQ+ eR+- f§,
At —dX— eY+ bL - alT — AP+ 2Q — R + e85,
Ap=—eX- fY+poZ-+ AT+ aP - 5Q— cR —d8S,
Ag= fX- eY AZ- “.:,’Tf‘rlﬁf’v%erﬁLdR—CS,
Ar —gX—hY - eZ+ fT+ ¢cP—dQ+ aR + b5,
As = hAX 4 gY— fL—eT+dP+ cQ—5bR -+ al.

En ajoutant les carrés, on démontre que
Tat Szt= I X,

on, en d'autres termes, que le produit d’une somme de huit carrés par
une somme de huit carrés est une somme de huit carrés.

Ezpemple LY. — 8i la somme des carrés des éléments de chaque ligne
d’un déterminant est égale a 1, et qu'en outre la somme des produits des
¢léments correspondants de deux lignes quelconques soit nulle, les mémes
relations ont lieu entre les éléments des colonnes. — Le déterminant est
égal & 2= 1, chaque mineur est égal, en valeur absolue, a I'élément corres-
pondant. Enfin, si Von fait pour chaque ligne le produit des éléments, la
somme des carrés de ces produits est égale & la somme correspondante
pour les colonnes.

Les trois exemples précédents trouvent leur application dans la théorie
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des carrés magiques, et inversement cette théorie donne lieu & de nom-
breuses identités.

168. Théoréme de M. Rouché (1). — Lorsque lc déterminant
des coefficients des inconnues est nul, la résolulion d’un systéme
linéaire donne lieu a une discussion inléressante qui s’applique a
un nombre quelconque p d'équations du premier degré contenant
un nombre quelconque ¢ d’inconnues. On forme le Tableau rec-
tangulaire, a p lignes et g colonnes, des coefficients des inconnues,
et on suppose que 'un au moins des éléments du Tableau n’est
pas nul. Alors il existe un déterminant formé avec les coefficients
de n lignes et de n colonnes, de telle sorte que ce déterminant de
degré n ne soit pas nul, mais tel que tout déterminant de degré
(n -+ 1), formé avec les ¢léments du Tableau, soit identiquement
nul. D’ailleurs, il peut exister plusieurs déterminants de degré »
qui ne soient pas nuls, et 'on peut choisir I'un d’eux, que l'on
appelle déterminant principal du systéme, de telle sorte qu'en
modifiant 1'ordre des équations et celui des inconnues ce déter-
minant A soil formé des éléments contenus dans les n premieres
lignes el les n premiéres colonnes du Tableau.

On borde ensuite le déterminant A avec une ligne formée par
les éléments correspondants d’une autre ligne du Tableau et avec
une colonne contenant les termes connus des équations corres-
pondantes. On obtient ainsi des déterminants, de degré (n + 1),
que l'on appelle déterminants caractéristiques du systéme
linéaire, Cela posé, on a le théoréme suivant :

Pour que la résolution d’un systéme de p équations du pre-
mier degré & q inconnues soit possible, Ul faut et il suffit que
tous les déterminants caractéristiques que lU'on peut déduire
du déterminant principal soient nuls. Lorsque ces conditions
sont remplies, le systéme est déterminé ou indéterminé, survant
que le nombre des inconnues égale ou surpasse le degré du dé-
terminant principal.

Il résulte de ce théoréme que la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’un systéme de n équaltions a n inconnues admette

(') E. RoucHE, Note sur les €quations lindaires (Journal de I’Ecole Poly-
technique, XLVIII* Cahier; 1880).
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une solution unique est que le déterminant du systéme soit diffé-
rent de o.

Remarque I. — La théorie précédente permet de représenter
les résultats des opérations fondamentales de I'Arithmétique et de
IAlgébre sous la forme de délerminants. En effet, ces opérations
déterminent en général, d’une fagon unique, par des équations
lincaires, les coefficients de certains polyndmes. On peut donc
mettre sous forme de déterminant la valeur numérique d'un poly-
nome, les coefficients du produit ou du quotient de deux poly-
ndmes, les coefficients du reste de la division d’un polynéme par
un autre polyndme, les cocfficients de la formule d’interpolation
de LacrancE, ete.

Remarque II. — Les formules concernant les suites récur-
rentes donnent encore I'expression des inconnues sous forme de
déterminant. Ainsi les formules de la théorie des combinaisons,
celles du caleul symbolique, les formules de sommation des puis-

sances numeériques, celles qui concernent les nombres de Ben-

wourLi, d’KuLer, de Genoccni, les formules de Newron sur le
calcul des fonctions symétriques, etc., produisent des détermi-
nants. Cependant, il est bon d’observer qu'il ne faut pas abuser
de cette forme plus complexe, et surtout lorsque le calcul direct
des inconnues est plus rapide que celui que l'on peut obtenir par
le développement des déterminants qui leur correspondent.

Exemple I. — Résoudre les équations
@ ¥ 3
=+ -+ - =2 g
a+h  b+A e+
z b z

L,

-+ -+ =
a - |t &+ -
@ ¥ Z

— =1I.

-
a4 v O +v ¢+ v

Exemple II. — Résoudre les équations

r+ y-+ s+ t =gy,
ar—+ by +cz + di=e,,
alx -8y 2z + dit = ey,
adz - b3y + ¥z + dst == ¢,
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Ezemple I1I. — Trouver, par la théoric des déterminants et par le
bintme de Lemniz, la formule qui donne la dérivée d’ordre 2 d’une frac-
tion (z:v).

169. Equations linéaires et homogénes. — Lorsque les termes
qui ne contiennent pas les inconnues sont tous nuls, tous les dé-
lerminants caractéristiques sont nuls, puisqu’ils renferment une
colonne de zéros; par conséquent, tout systéme d’équations
linéaires ct homogénes admet toujours une solution, celle dans
laquelle toutes les inconnues sont nulles. Mais on dit que le sys-
téme des équations est compatible, lorsqu’il admet une solution
dans laquelle 'une, au moins, des inconnues n’est pas nulle; alors
on a deux cas & distinguer, suivant que le degré da déterminant
principal est égal au nombre des inconnues, ou se trouve plus
petit. Lorsque le degré du déterminant principal est égal au nombre
des inconnues, le systéme n’admet que des valeurs nulles pour les
inconnues. Mais, si le nombre des inconnues surpasse, de & unités,
le degré du déterminant principal, on peut donner i £ des incon-
nues des valeurs arbitraires ct, par suite, différentes de zéro.

Ainsi, pour qu’un systéme linéaire et homogéne soit compa-
tible, il faut et il suffit que le degré du déterminant principal
solt plus petit que le nombre des inconnues.

En particulier, pour qu’un systéme de n équations homogéncs
& n inconnues soit nul, il faut et il suffit que le déterminant des
coefficients des inconnues soit nul.

On en déduit diverses propriétés des déterminants identique-
ment nuls.

Pour qu’un déterminant soit nul, il faut et il suffit qu’il existe
entre les éléments des rangées une méme relation linéaire et homo-
géne.

Dans un déterminant nul, les mineurs des éléments de deux
rangées paralléles sont proportionnels.

170. Formes linéaires et homogénes. — Pour qu'une forme li-
néaire et homogene soit nulle, quelles que soient les valeurs attri-
buées aux variables, il faut et il suffit que tous ses cocflicients
solent nuls,

On dit que des formes linéaires sont indépendantes lorsqu'elles
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peuvent prendre des valeurs données arbitrairement pour cer-
taines valeurs des variables.

Le nombre des formes homogénes et indépendantes de n va-
riables ne peul surpasser le nomhre n des variables.

Pour quen formes homogénes i r variables soient indépendantes,
1l faut et il suffit que le déterminant des coefficients des variables
ne soit pas nul.

Pourque p formes & (p 4 ) variables soient indépendantes,
it faut et 1l suffit que I'on puisse former avec le Tableau des coef-
fictents des variables un déterminant de degré p qui ne soit
pas nul.
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CHAPITRE XVIL

LES SUITES RECURRENTES LINEAIRES.

171. Des suites récurrentes proprement dites.
ainsi une suite de nombres

On appelle

Ly Wy, ULg, My, fy, Uy, U, Uz, ey

tels qu'il existe une méme relation linéaire homogéne, a coef-
ficients constants, entre p nombres consécutifs. En d’autres
termes, on a dans toute I'étendue de la suite

Qoylpep— M Upypq ... Ayl =0,
ou, sous la forme symbolique,

wl fluy<tso,

J(1) désignant un polynéme de degré n dont les coefficients
extrémes ne sont pas nuls, et p un entier quelconque. Le poly-

nome
Jlu) = agum+a ut =L - ay,

s'appelle U'dehelle de récurrence.

Pour une méme échelle, il existe une infinité de sulles; mais
toute suite est déterminée, et peut étre prolongée indéfiniment
dans les deux sens, lorsque 1'on connait n termes conséeutifs et
les coefficients de 1'échelle. 1l résuliec immédiatement de Ia que
Péchelle d'une série récurrente ne change pas lorsque Yon ang-
mente d’'un méme nombre tous les indices des termes et que deux
suites de méme échelle de degré n sont identiques, si » termes
consécutifs sont égaux chacun a chacun.

Lorsque n termes consécutifs d’une suite sont nuls, tous les
termes sonl nuls; ainsi, une suite illimitée de zéros forme une
suite récurrente d’échelle quelconque. Inversement, lorsqu’une
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suite récurrente contient n termes consécutifs égaux a zéro, le
degré de son échelle surpasse n.
La suite récurrente du premier degré est donnée par I'échelle

U— o

c’est une progression géométrique de raison a, et un lerme
quelconque a pour expression

u, = Aan;

St I'échelle est

(0 —1)eop?—au 410,

chaque terme est la moyenne arithmétique des deux termes qui le
comprennenl et la suite est une progression arithmétique de
raison quelconque. En général, si o(z) désigne un polyndme de
degré n et si le terme général d’une suite est

u,=2(p)h
on a une suite récarrente ayant pour échelle le développement de
(1t — 1)t o,

comme cela résulte immédiatement du caleul des différences
(n° 76).

Les suites récurrentes ont été étudides par Cassint, Morvre,
Evrer, Lacrance et par D. Anong (1). Nous avons donné, dans
les Chapitres qui précédent, quelques excmples de suites récur-
rentcs linéaires, dont les cocfficients n’étaient pas constants.
Mais, dans ce qui va suivre, nous supposerons les coeffictents
conslants.

172, Propriétés des suites récurrentes. 1° 51 Pon multiphe
tous les termes d'une suite récurrente par un mér-e nombre, on
obtient une suite récurrente de méme échelle.

2° Si l’on renverse le sens du numérotage des termes d'une

(*) CGassiNi, Histoire de I’ Académie royale des Sciences, p. 3vg. Paris, 1680.
MotveEe, Miscellanea analytica, p. 27. — EuLER, Introductio in Analysin, t, 1.
— LaGRANGE, OFuvres complétes, v. I, 11T et V. — D. ANDRE, Annales de I'Ecole
Normale superieure, 3¢ série, t. VII; Paris, 1878,

CHAPITRE XVII. — LES SUITES RECURRENTES LINEAIRES, 3ol

suite, on obtient une nouvelle suite dont I'échelle s’obtient en
remplacant dans la premiére u par « !

3° 51 'on multiplie tous les termes d’une suite récurrente par
les termes successifs d'une progression géométrique de raison i,
on oblient une suite récurrente de méme degré dont 1'échelle se
déduit de la premiére en remplacant « par u ;). On peul simplifier
le calcul des suites récurrentes cn supposant que Ic premier ou le
dernier coefficient de 1'échelle est égal & 1'unité.

4" St I'on muluplie les termes correspondants u,, 0p, wp, ...
de plusieurs suites récurrentes de méme échelle par des constantes
A, B, (G, ..., la somme

Au,+Bep+ CGw ...

forme une suite récurrenie de méme échelle. En particulier, toute
fonction lindaire et homogéne d’un nombre quelconque de Lermes
d'une suite récurrenle est une snite de méme échelle.

52 11 résulte des deux propriétés précédentes que, s1 I'on mul-
liplie le terme général &, d’une suite récurrente par 225()), en
désignant par 5(A) un polynéme en i de degré quelconque, on
obtient une suite dont 'échelle se déduit de la premiére en rem-
plagant u par w1,

6° On peut multiplier, etz non diviser, I'échelle de récurrence
JS(a) par un polyndme quelconque & (w). En effet, soit

Yla)=Aw —+ Bur-14 Cur—2o. . .:
on a, pour toute valeur entiére de p,

whfludehao
ct, par suite,
Aar+r flu) oo,
Buprsr-t fiu)doo,
Cup+rr—2 fly)doo,

en ajoutant les égalités précédentes, il vient
wPy(u) flu)so.

Ainsi les différents termes de la suite de Frsowaccr, d’ordre
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quelconque (n° 6), qui vérifient la relation

e L L A Sy 7L

vérifient la relation swivante, obtenue en multiphant les deux
membres de 'égalité symbolique précédente par (o —1)

wht l"i-“?“” — 11“;
en dfantres termes
Up iy == AUy pp— Uy,

Plus généralement, décomposons Péchelle en deux partics, et
SuUpposons que {'on aif, de diverses manicres,

Jiluye o (n),
Jalu) e (),
_f'c( ll\‘:ﬁ:”-‘::i([l\.

mais de telle sorte quen faisanl passer les lermes du second
membre dans le premier on retrouve f{u); on aura, en désignani
par W un polynéme quelconque a plusicurs variables, U'identité

q‘”(fl?f?:f:it [ ')‘:ﬁ—_’ 11'.(?1.7 "?2! ?31 DRI

On obtient ainsi des relatlions, en nombre indéfini, entre les
termes d’une suite récurrente quelconque ().

173. Fonctions récurrentes fondamentales. — Parmi les suiles
récurrentes d'échelle donnée f(u), de degré n, il y a lieu de con-
sidérer plus particuliérement celles pour lesquelles les r valeurs
initiales sont toutes nulles, 4 I'exception de Pune d’elles, supposée
¢gale 4 15 nous les appellerons les fonctions récurrentes fondamen -
tales. Désignons par { 'un des nombres entiers

Oy Ly 4y ooy (—1),

par j un entier quelconque et par L/ le terme d'indice j de la
fonction fondamentale pour laquelle on suppose

Li=1 et Li=o,

(*) Veir nos Recherches sur plusieurs ouvrages de LEoNaRD DE Pise et Sur
diverses gquestions d’Arithmétique superieure; p. 33-42. — Rome, 1855.
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pour toutes les valeurs de 7, de o a (n —1), & exception de ¢&. Un
terme quelconque u; d'une suite récurrente de l'échelle donnée,
dont les valeurs 1nitiales sont

Uy, Uy, Uy 0oy Un—1,

s’exprime en fonction linéaire et homogeéne des n fonctions fon-
damentales d'indice j, par la formule

j ' J
(1) wjte uy Ly 4+ g Ly + L) - oL L

analogue a la formule d’interpolation de Lacaswce (n® 103). En
effet, les conditions initiales se trouvent vérifiées d’aprés la défini-
tion méme des fonctions fondamentales; de plus, «; vérifie la loi
de récurrence, puisque c¢’est une fonction linéaire et homogéne de
fonctions qui subissent la méme loi.

On peut encore exprimer un terme «; d'une suite récurrcnle
quelconque du n¥*"¢ ordre, en fonction linéaire et homogéne de #
termes conséculifs d'une seule fonction fondamenlale et ainsi, par
exemple, de la fonction L, _,, que nous désignerons, pour simpli-
fier, par U. Soit I'échelle de récurrence

Fuyde a? — prat—'+ pput— pyutiia-L L
posons

o — Up.
Ji=wi— prug.
Ja=tts— prug -+ pr o,

f] = Uy — Pty Patty—= P3lly,

de telle sorte que f; s’annule pour 7 > 7. On a la formule sui-
vante, analogue 4 la formule d’interpolation de Newron (n° 108),

(2) ujszUj—Htfl“i_ft Ujin—s +f2UJ'+n-—:l+- co+ S by

En effet, cette formule est vérifiée par les conditions initiales,
ainsi qu’on le voit en remplagant j par 'un des nombres de o &
(rn—1), ct en calculant les coefficients des valeurs initiales u,,
iyy ..y Un_y; de plus, elle est soumise a la loi de récurrence,
comme fonction linéaire ct homogéne de suites assujetties & la

méme loi.
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174. Théoréme de Lagrange. — Lorsque 'échelle est le produit
de n facteurs linéaires donnés et que 'on a

Jlu)y=(u—a)(u—b6)(u—c)...(u—1),

en désignant par a, b, ¢, ..., [ des quantités inégales deux a
deux, on pcut exprimer un terme quelconque u; d'une suite ré-
currente en fonction linéaire des puissances de méme exposant de
a, b, ¢, .... I, par la formule

(1) = Nal+-Bbf+ Co/ ...+ LI

En effet, les coefficients A, B, C, ..., L se déterminent au
moyen des n valeurs initiales et conséeutives

Uy Uy Uay vy Upg—q,

par 2 équations du premier degré oblenues en remplagant j par
0, 1,2, ..., (1 —1), dans la formule (1). Le déterminant des in-
connues n’est pas nul, puisqu’il est égal & la fonction alternée fon-
damentale de VanpErmonbE.

Mais nous ferons observer que la formule précédente, qui repré-
sente le théoréme de Lacraxce, est illusoire dans le cas général,
puisque I'on ne connait presque jamais la décomposition de
Péchelle en facteurs linéaires, ou que lorsque cette décomposition
est obtenue, les quantités a, b, ¢, ..., { n’étant connues qu’avec
une certaine approximation, on ne peut en déduire des résultats
exacts. 1l esi donc préférable de se servir des deux formules du nu-
méro précédent et d’étudier les diverses formes de développement
que I'on peut donner & U; lorsque 7 est donné avee les coefficients
de I'échelle.

Dans le cas général on les facteurs linéaires de ’échelle sont
tous distincts, on peut aussi exprimer une suite récurrente quel-
conque en valeur linéaire et homogene de n termes consécutifs de
la suite

Sj=al 4 biv ol
en posant

(2) Uy=as;~+ Bsje1+ Yo+ ... - ASjrn—q.

On détermine les coefficients a, 3, v, ..., ), au moyen des va-
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leurs initiales wq, 4y, U2, ..., t,_y, par des équations linéaires el
homogeénes dont le déterminant est égal au discriminant de f(u),
¢’est-d-dire au carré de la fonction alternée fondamentate (n° 166,

Fz. 1)

175. Récurrence des fonctions alternées. — Considérons le déter-
minant du n¥m grdre

wla) «(b) ()
O — rla) (b)Y ey ... ’

Tl (B (e

dans lequel nous supposons que @, 7, 4, ... désignent des poly-
nomes quelconques; le déterminant () est une fonction alternée des
n quantités a, b, ¢, ..., [. Désignons encore par

Slu) o {u—a)(u-—0)(u-—el (1)

l’échelle de récurrence et par Q; le déterminant obtenu en rem-
placant les éléments d’une ligne quelconque de Q par o/, b/, .. ..
/. Lorsque j varie, le déterminant QQ; forme une suite récurrenle
de I'échelle donnée, puisque c’est une fonction linéaire et homo-
géne des mémes puissances des 7 quantités a, b, ¢, ..., {; il en esl
de méme du quotient de Q; par le déterminant de VanpermonDE.

Cela posé, remplagons le déterminant Q par le déterminant V
de Vanpermonoe; désignons par les grandes lettres A, B;, Cy, ...
les mineurs qui correspondent anx éléments @f, &%, cf, ... du dé-
terminant V, et par V{ le quotient par V du déterminant obtenu
en remplacant, dans le déterminant V, les éléments af, &, ¢7, .
par a/, &/, ¢/, ...; le développement du déterminant donne

V.Vi = Ajai + B bi+ Gy =i+ L.

Mais V/ s’annule pour toutes les valeurs de j, de o a (n —1),
a Pexception de j=1{; dans ce dernicr cas, Viest égal & 1.
Par suite, V{ cst identique avec la fonction récurrente fondamen-
tale L/ de rang (¢{ +1).

Par conséquent, toute fonction récurrente fondamentale est le
quotient par le déterminant V de Vaxpermoxpe du déterminant
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obtenu en remplagant une ligne de V par @/, b/, ¢/, ...; c’est une
fonction symétrique de @, b, ¢, ....

En particulier, la fonction U, de rang n, est donnée par 'ex-

pression
V.U;j=Vaal-+ Vebi+ Veel 4.+ V1,
dans laquelle V., Vi, V., ..., V; sont les fonctions alternées de
{n—1) des quantités @, b, ¢, ..., {; pour n=12,0n a
al— bt
Ci=a=%

et pour n— 3, ona

U‘—-(bﬁ cla/+(c—a)bi+(a—b)c/
T (b—a)(c—u)lc—5)

b

176. Multiplication des suites récurrentes. — Considérons deux
suites récurrentes jy, et z, du second ordre, vérifiant respective-
ment les échelles

fy)eyi—py +q <o,
v(s)des?—p's+ qg'do,

nous allons démontrer que le produit 3, 3, forme une suite récur-
rente. En effet, supposons

Sy =(y—a)(y—2»)
o(2) =(s—a)(z—8);

les nombres y, et z, vérifient les relations
yn=Aa" +Bbr,
s = A'a'"4+ B'b'n;
on a donc

¥nin=AA'(aa’)+ BB'(6d')n + AB'(ab' )i+ A'B(a'b)n.

Par conséquent, le produit u, = y,z, est soumis & la loi de ré-
currence
(u—aa')(u—bb)(u—ab)(u-—ab)dbo,

Ainsi ¥, 3, est une suite récurrente du quatri¢me ordre, dont
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'échelle peut s'écrire sous I'une des formes (')

o(5)s(g) e
ro2) o(3) e

ou, par le développement,

wr— pp'ud- (prq'4-p'tg —29¢" ) ut—pp'qqu - g* gt o

(") On obtient 'échellc des u en exprimant que les polyndmes en z, du second
degré,

Sf(zu) et u'e (S),

ont un facteur commun, et en remplagant ensuite u® par u. En général, le probléme
de la multiplication des suites récurrentes d’ordre quelconque revient au pro-
bléme de Vélimination.
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CHAPITRE XVIII.

LES FONCTIONS NUMERIQUES DU SECOND ORDRE.

177. Définition des fonctions U, et V,. — Nous appelons fonc-
tion numérique du second ordre toute fonction ¥, d’'un nombre
entier n, positif ou négatif, qui est déterminée par deux valeurs
initiales y, et y,, et par I'échelle de récurrence du second degré

ulede pu—gq,

dans laquelle p et ¢ désignent deux nombres entiers, positifs ou
négatifs, dont le produit n’est pas nul.
La fonction fondamentale U, est donnée par les conditions
imtiales
Uy=o, Uy=1,
et la fonction primordiale V, est donnée par les conditions ini-

tiales
Vo=1a, Yi=p;

on a done, par définition,

Upys= PUz— g Uy,

(1) =
Viora =p Yor1— q Vo

On voit tout de suite, par le calcul des U etdesV pour les pre-
miéres valeurs de n, que 'on a les relations
Un Vo=t Vi,

n q n

(2) Uoy=—

La fonction générale y, s’exprime au moyen des valeurs initiales
Yo ety et des fonctions U et V, par I'une des formules

(3) Ya=)1Un—qyeUn,
(3") )’n=_70Uu+l+(J’1_'P}’0)Un-
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En effet, ces formules sont vérifiées pour n =1 et pour n=12;
on sait d’ailleurs que toute somme algébrique de fonctions numé-
riques du méme ordre, assujetties 4 une méme loi de récurrence,
est aussi une fonction numérique du méme ordre assujettie i la
méme lo1. En particulier, on a

() Vao=pU,—2qU,,,
(4’) Vn = 2Un+1 _PUn-

Enfin, I'élimination de U,_, entre deux des formules précédentes
permet d’exprimer », en fonction linéaire de U, et V,, par la for-
mule

(5) 2Ye= (21— pyo) Un+ 3o Va.
178. Les trois genres de fonctions numérigques. — On classe les
fonctions du second ordre d’aprés la nature du discriminant
aA=pi—iq
de I'échelle de récurrence, écrite sous la forme
(2u— p)ido A,
Si Pon suppose d’abord

p=2a et g =a?,

on trouve A = o, et
(1) U, = nan-t, Vo= a”

En particulier, pour

on a
Uy =n, V, =2,

et la fonction U, représente la suite naturelle des nombres en-
tiers. Cette remarque est importante, car dans toutes les formules
de ce Chapitre les hypothéses particuliéres qui précédent four-
niront soit des vérifications, soit des formules plus simples.
Ainsi, pour A = o, la fonction générale y, se réduit, soit & une
progression arithmétique, soit i une progression géométrique;
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d’ailleurs, on voit facilement que toute progression, arithmétique
ou géométrique, peut étre considérée comme une sulle récurrente
du second ordre.

En laissant de coté le cas singulier de A = o, on doit considérer
trois cas différents, auxquels correspondent trois genres de fonc-
tions numériques.

Premier genre. — Lorsque A est le carré d'un nombre entier
8, 'échelle se décompose en deux facteurs linéaires et I"'ona

W—pu-—+q—=(u—a)le—"h),
€n posant
Hp—i~6 ():J)_—B_

2 2

Alors U, et V,, s’expriment par les formules

an — in .
(2) U,= a—1b"" \“”:(Z"%—b”;
en effet, ces formules sont exactes pour les conditions initiales
n=o et n=1; d'ailleurs, a” et 4" vérifient la lo1 de récurrence,
puisque 1'on a

p=a-+b, q = ab;
il en est donc de méme de leur somme el aussi de leur différence
divisée par ¢ = (a — b).

On a encore la relation immédiate

(3) U-Zu: Unvzu

qui s'applique aux fonctions des autres genres, ainsi que nous le
démontrerons plus loin.

Parmi les fonctions du premier genre, nous considérerons plus
spécialement les suites récurrenles données par les hypothéses

pP= 3, g =2,
pour lesquelles

par conséquent,
U,=a2—1, \v"”: 24 41,

Les premiéres valcurs de ces fonctions, que nous désignerons
sous le nom de Suites de Fermar, sont renfermécs dans le Tableau
suivant :
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Premier genre : uldo Ju — o, A =1

noo, t, 2, 3, § 3 6, 7, & 9 to,
Unp o, 1, 3, =, 13, 31, 63, 127, 255, 511, 1023,
Vfl 2, 3: 33 9, 17, 351 63) 124, 9'575 5[31 1025 .

Suites de FERMAT.

Deuxieme genre.— Lorsque A est un entier positif qui n'est pas
le carré d’un nombre entier, I'échelle n'est plus décomposable en
deux facteurs linéaires, et U'on obtient les fonctions du second
genre. Il en est ainsi, par exemple, dans les hypotheses

B I g =1,

pour lesquelles A = 5 on obtient alors les Swuites de Fisonacer (1):

Deuxiéme genre @ uldsu 4+ 1. AR
S nooo, L, 2, 3, 4. 5, 6, 7, 8 g, 10,
: A 2 .
U, o, 1, 1, 2, 3, 5. & 13, 21, 31, 59,

Vo 2, 1, 3, 4, 7, 1, 18, 29, 47, 706, 123

Suites de FroNaccr.

Nous prendrons encore pour exemple de fonclions du deuxiéme
genre, les suites récurrentes définies par les hypothéses

/J—“).. q -—1I.

pour lesquelles A = 8, ¢L que nous appellerons Swuites de Perr

Denxiéme genre : ntdooru 41, A=8.

n a, I, 2, 3., 4, 5, 6, 7 8) 9, 10,

SU” o, 1, 2, 5, 12, 29, 7o, 16y, {08, 85, 2378,
(\"n 2, 2, 6, 11, 34, 82, 198, 478, 1134, 2786, 6726.

Suites de PELL.

Troistéme genre. — Lorsque A st un entier négatif, on obuient
les fonctions du troisiéme genre. Les plus simples proviennent des
hypothéses

[9 =TI, (] —= 1,

(") Scritti di Leonardo Pisano, malematico del secolo decimoterzo, t. I,
p. 283.
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pour lesquelles A= —3, et 'on trouve (n° 13),

U31‘l= 0,

Vo= (—1)"2,

Uspii=(— 1),

Vinsr=(— l)n;

Uspig=(— I)na

Vinra= (—1n+t

Nous considérerons encore les fonctions du troisieme genre qui
proviennent des hypothéses

pour lesquelles A = - 8, et que nous appellerons Suires conju-
guces de PeLy

Trodisicine genre : u2fooy — 3, A= —38.
n o, I, 2, 3, 4, 3, i, 7 8, 9, 1o,
U, o, 1, 2, L, —i, -1, —io, 13, 36, 73, o2,
Vo 2, 2, —2, —10, —1}, 2, 46, 86, 34, —igo, —492.

Suites conjuguies de PrLL.

Enfin, pour la vérification ou pour la simplification des for-
mules de cette théorie, nous considérerons encore les fonctions du
troisiéme genre données par les hypothéses

P =2 q =2
pour lesquelles A = — 4. On a alors

U-“,:(), U.n_H:(_l)u_zzfi,

Vin= V1= (— 1), gtn+1

U4n+2 - U.'.u,—{v-s = (“ I}"’. 22”+l,

r B
Viniz=o, Vinrs= (—1)2.927,

179. Développements de U, et deV, suivant les puissances de pet
de g. — En calculant par 'échelle de récurrence les valears de U,
qui correspondent aux premiers nombres 1, 2, 3, 4, ..., on
trouve

Ul: 1,
Us = p,
U3=P2“" 9:

Uy=pl—2p g,

Ug= pt—3p2g + ¢

Us= p*— i piq + 3pq?,

U= pS— 5 ptg +6prgr —g3,

Us= p"— 6 pig + 10p3g: — jpgs,

Up= pP—7ptq + 13p4 ¢ —10p%g% + g
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On voit ainsi que, pour les trois genres, la fonction U, est un
polynéme homogéne de degré (n — 1) en p et ¢, en y considérant
p au premier degré et ¢ au second; de plus, le premier coefficient
est 1 el les aulres coefficients sont alternalivement positifs et né-
gaufs; d’ailleurs, le polynéme U, ne contient que les puissances
de p, dont I'exposant est de parité contraire a I'indice n de U,,.

51 l'on construit le Tableau a double entrée des coefficients pris
en valeur absolue, en remontant d’une ligne ceux de la seconde
colonne, de deux lignes ceux de la troisi¢eme colonne, et ainsi de
suite, on obtient le triangle arithmétique de Pascar.

On a dongc, par induction, la formule suivante, que I'on peut
vérifier a posteriori,

0 | Uner=pr—CL 4 p* 2q -+ Gl yp* g+ ..
] e (— )Gl T g

FEremple I.— En particulier, pour p =1 ¢t ¢ = — 1, on retrouve la for-
mule E (n° 13, Ex. If); pour p =1 et ¢ = 1, on retrouve la formule F.

Ezemple II, — Pour p =2 et g =1 (suite naturelle des nombres en-
tiers), on a

nopr=a2fa G a2 G2 jolth— L

On peut aussi développer V, suivant les puissances de p et de g,
d’aprés la loi de formation. On trouve pour les premiéres valeurs

de n
";U= 2y
Vl =/
Vi=p?—a g,

Vi=p3-3p s

Vi=pi—4pg+ 2 g%

Vo= pi—Spiq = ) py?,

Ve=pb—bptg -+ q9plq?— 2 g3,
Ve=p —pig+1ipiet— 7pgh,

Vo= pt— 8ptg + 20piq?— 16p2g3+ gt
Vo=p'—9piq +27pg?— Jop'q* -+ opgt,

Ainsi V,, est un polyndme homogtne de degré nen petqg, eny

considérant p au premier degré et ¢ au second, qui ne contient
que les puissances de p dont I'exposant est de méme parité que
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I'tndice. On peut construire le tableau des coefficients pris en va-
leur absolue; en remontant d'une ligne les nombres de la seconde
colonne, de deux lignes ceux de la troisiéme colonne, et ainsi de
suite, on trouve que le tableau des coefficients forme alors un
tableau de sommes, ainsi que cela résulte immédiatement de
’échelle de récurrence. On arrive plus rapidement au résultat par
la formule (1) du n° 156, et 'on trouve ainsi

ni{n—"1H%

Vp=pt-- “ prrg —prThgt -
I

1.2

i
-1 4 :
—— I)" 7 C[J-lz—lp" zbqh_l___ .

(») <:

car il suffit de calculer le coefficient de pr=2h g4,

180. Géneralisation des formules. — Lorsqu’il sagit de fonc-
lions numériques du premier genre, nous avons vu (n”178) que
U, et V, s’expriment par les formules

en fonction de deux nombhres entiers « et &; on a d'ailleurs
p:c’l—f—b, q:ab, t=a—0b.

Mais, au lieu des deux nombres entiers a et b qui définissent,
dans ce cas, les fonctions U et V, on peut coansidérer les nombres
ar et b7, en désignant par 7 un cntier quelconque, positif ou né-
gatif; on a alors, en désignant par des accents les fonctions cor-

respondantes,
, anr__ pnr
U= Vi=arre b
et
p=ar+ by g ' =ardr, 8= ar— br,

D’autre part, si nous changeons n en nr dans les formules (1),
nous obtenons

anr _— hnr i
(l) U,”.: _a—b 3 V’“.:aﬂl'_’_ brr,
On a donc
’ Unl
n= ol V=V
)
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mais les fonctions U, et V), vérifient les formules de récurrence

Uu+2 = P’U;z [ Q'U'm
Vipa =2 Vo —q Vi
et 'ona
pP=Y, g=gqg" A=3aUL

Par conséquent, pour les fonclions numérigues du premier
genre, on généralise toutes les formules qui contiennent U,
et V,, en y remplacant

L'n par - V”, par v:u':

u,’
el
ppary¥,, q parq’, A par AU;.

1l semble que cette généralisation ne peut s’appliquer qu'anx
fonctions du premier genre; mais nous devons obscrver que st les
formulés obtenues ne contiennent ni @, ni b, ni ¢, mais seulement
les fonctions U et V et les nombres p, ¢, A, on peut étendre aux
fonctions du second genre, et du troisiéme, Je procédé de générali-
sation que nous venons d'indiquer. En effet, lorsque 'on remplace
U, et V, par des polyndmes homogénes en p ct ¢, ou par des po-
lynémes homogénes en p et A (p étant au premicr degré, 7 et A au
second degré), les formules donnent des identités, entre des po-
lynémes de degré fini, qui sont vérifiées pour des systémes de va-
leurs de p et de ¢, ou de p cL A, en nombre aussi grand quon
veut. Par conséquent, ces formules sont exactes, quelles que soient
les valeurs de p, ¢, A. Ainsi, en résumé, toute formule démon-
trée pour les fonctions numériques du premier genre s applique
aux fonctions numériques des autres genres, lorsque cetie for-
mule ne contient ni a, ni b, ni &, mais seulement les nombres

Py gy A

181. Formules d'addition des arguments. — En résolvant par
rapport & a” et 6" les deux formules.

a — bt —= aUm a"+ bn= Ve,
on trouve immédiatement

(1) 2a"t = n"‘aUn: 26":\/,,—8[]“.
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Cela posé, considérons deux valeurs m et n de Pindice, nous

aurons
2am =1V, 4+ 8U,, 2an=V, 4 dU,;

multiplions membre 4 membre les deux formules, nous obtenons
jam+r =V, V,+ AU,, U, + S (U Vu+U, Vo).

St nous changeons @ en b et § en — 3, nous oblenons une autre
formule; puis, par addition et par soustraclion,

2U = U, V, -+ UV,

(2) ;
2Viprn=V,V,+2U m Un.

Ces formules permettent de calculer les valeurs de U et de V
qui correspondent a l'indice ou argument (m 4 n), lorsque 'on
connait les valeyrs de U et de V pour les arguments m et n; en
changeant n en — £, on trouve encore, en tenant compte des for-

mules (2) dun° 177,

3 2¢"Up—p=U,V,— Ua Vo,

3
( ) zg” Vinen = Y ¥n— AU,;LUH.

Ces derniéres relations permettent de calculer les valeurs de U
et de V pour l'argument (m — n). Plus généralement, on peut
obtenir des formules pour calculer les valeurs de U et de V qui
correspondent a I'argument (n, + ny+ ns-- .. .}, lorsque 1’on
connait les valeurs de ces fonctions pour les arguments n,, n,,
Rg, -+« positifs ou négatifs.

La premiére des formules (2) peut s’écrire

] U <,
2 E—{"}ﬂ = ‘Dﬁ V,—+ Vo
”° ”
on a done

Um+n Um+iz—l .. _U"HH

) Uu Un-li,_Ul
Um+n—1 U:n+n—2 Um Um—HL—l Um-H
— s1a V, ;
UpUgzey Uy Vit Up—z, Uy "

par conséquent, en ne tenant pas compte du facteur 2, 6n a c¢e
théoréme :
Le produit de n termes conséeutifs de la série U,, pour des
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indices positifs, est divisible par le produit des n premiers
termes Uy, Uy, ..., U,

182. Développements de U, et de V, suivant les puissances de p
et de A. —— On ales formules

par conséquent, en élevant les deux membres a la puissance d’ex-
posant 7, il vient

-

2t gt = pi 4 Cillpn—l 0 -+ C,%[)”*za-’——;— Glfi”pnfaeri e

ot hi = pn— Gflipu—! 0 = Cﬁp”*ﬂ 5 — C%p”f"’ -
puis, par soustraclion et par addition,

3010, = Gl pr—t4- Cipn—iy + Cipr—s At
(W 201V, = pr = CEpr=2N 1 Chpn—bar
On peut encore se proposer de développer U, et V,, suivant les
puissances de A et de g; mais on obtient les formules coTrespon-
dantes par le changement du signe de b et de > et par I'échange
de p? et A, en considérant les denx cas suivanls :
1* Lorsque n est pair, toule formule contenant les nombres

U,, V, se transforme en une aulre, & la condition de con-
, AU?

server V, et de remplacer U? par -—ﬁzi‘-

o impa; 2 1 .

2° Lorsque n est Impair, on remplace V) par AU, et U, par

(Vuip).

183. Multiplication des arguments. — Sil'on suppose m = n,
les formules d’addition des arguments donnent

‘ U2u - Unvnp

{ 2V,, =V2 - AUZ,

D’autre part, en multipliant membre & membre les formules (1)
du n® 181, on obtient

(2) fgu =Vi—AUL
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On déduit des formules (1) et (2)

3) Ven= Vi =g,
‘ f Vo = AUZ + 2 g2,

Les formules précédentes permettent de caleuler rapidement les
valeurs de U, et de V, pour des valeurs de l'indice qui corres-
pondent aux termes d’ine progression géométrique de raison 2.
Ce sont les formules de duplication des arguments.

On trouve encore, pour la triplication des arguments, les

formules

Usp

2 — AU2 - 3qn, o = Vi—gn
(§ s Un Ui~ 3q Us Vi
i ' Van 9 Vin i :
[V = AUZ —+ g7, R R LA
n n

Plus géndralement, si nous appliquons le procédé exposé au
n® 180, pour la généralisation des formules, aux développements
de U,etdeV

obtenons

., suivant les puissances de p et de ¢ (n° 179), nous

Uy = U, V,,

Uz = Up[VE—4q"],

Uy = U, [VE—2g7V.],
Usy= U, [ Vi—3grVisg¥)

................ LR

et, en général,

Um' PR e ~ . - " -
A7 Vg Ch g VB Gl gV —
;

De méme, on a encore

Vo= V¥2l—2gr,

Vi Vi—3g7Vr,

Vir=Vi— g Vit ag?r,

Vo= VE— 5g7Vi 5g¥V,,

Vir=V:—6g"Vi+9g?Vi—agdr,
et, en général,

r r —3
Vor=V— ?qf\ﬁ“z—}— n——(’i_z )q”V;’"‘—ir—...

= (— )% % ChopyghrViE g ..
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Les développements de U, et de V, suivant les puissances de p
et de A donnent, de méme

U,, ; L xr
gl iji = CLV2 1o C3AUZVA-3 ¢ GRA2URVE-S 4L
.
2V = VI CRAUZVE2 4 GRATULVE S 4
184. Fonctions circulaires et fonctions hyperboliques. — lLa
¥p q

théorie des fonctions numériques du second ordre permet de sim-
plifier considérablement la théorie des fonctions circulaires et des
fonctions hyperboliques.

Apres avoir défini les fonetions circulaires et démontré les
formules d'addition des arcs, on arrive aux formules de Sivrson

sin(n -4-2)r — 2cosxsin(n ~ 1) —sin pr,

cos(n - 2)x =- 1 COSTCOS(N -+ 1) — COSAT,

Par conséquent, sil'on pose

s sinnar .
3 U,— — , V= 2cosnx,
([) Mnx
'\]):'.LCOS;F, q =+, A=— §sintr,

on voit que U, et V, vérifient I’échelle de récurrence
wide pu—q;

d'ailleurs, U, prend les valeurso et1 pour n = o et n =1, tandis
que V, prend les valeurs 2 et p; par conséquent, a toute formule
de la théorie des fonctions numériques du second ordre cor-
respond une formule de la théorie des fonctions circulaires, au
mayen des formules de transformation (1) ci-dessus.

Puisque A est négatif, les fonctions circulaires peuvent éire con-
stdérées comme des fonctions du 1roisiéme genre,

Ainsi aux formules (2) du n°® 181 correspondent les formules
d’addition des arcs; aux formules (1) du n® 182 correspondent les
formules pour le développement de (sinnz: sinz) et de cosnx sui-
vant les puissances du cosinus et dusinus de Parc z; ces formules
ont été données par Jeax Bernouvrwy, dans les Acta Lipsice (1701).
La transformation de la formute (1) du n* 179 conduit au dévelop-
pement de (sinnz: sinz) suivant les puissances de cosz, formule
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donnée par Vikre (Opera, p. 296-299. — Leyde 1646). La trans-
formation de la formule (2) du n® 179 conduit au développement
de cosnzsuivantles puissances de cosz, formule donnée par Morvze
(Commentarii Acad. Petrop., t. XIIl, p. 29; 1741).

De méme, aprés avoir défini les fonctions hyperboliques, on
arrive d des formules analogues a celles de Stupson. Par conséquent,
si I'on pose
- _ sinhypar
(2) T 5inhyp.i""

p =2coshypz, g =1, A =+ 4{sinhype,

V. =2coshypanr,

il en résulte, comme ci-dessus, la proposition suivante : A toute
Jormule de la théorie des fonctions numériques du second ordre
correspond une formule de la théorie des fonctions hyperbo-
liques, au moyen des formules(2) de transformation. Puisque
A est positif, les fonctions hyperboliques peuvent étre considérées
comme des fonctions numériques du second genre.

On voit ainsi que toutes les formules de la Trigonométrie du cercle et
de I'hyperbole équilatére peuvent s’établir sans avoir recours aux imagi-
naires ct & la formule de Morver. Cependant, si 'on veut établir la corres-
pondance entre les fonctions trigonométriques et les fonctions numériques
dn second ordre, il est facile de montrer que ’'om a, en partant de la for-
mule d’'EvLER

COSa =+ ¢ sing = ¢,

les relations

. a
Vi, =249t cos (mLog 5) ’
a

5)"

£

Y —aUy, = 2g7 sin <niL0g

185. Développements des puissances de U, et de V,, en somme
algébrique de fonctions dont les arguments sont des multiples de .
— En groupant les termes équidistants des extrémes, la formule

du bindme peut s’écrire
P
(2+PBy=ar+3r+ ClaB(ar—2+ 3r-2) 4 CZa2f2(ar—b 4 fr—) 4 .. ;

par conséquent, s1l'on suppose 2 = a” et 3 = 0", 0n a, en suppo-
sant 1 = 2, le développement

(l) "';; = V,-n, - C,’ q" \/'(,--—2);1 —+- Cf q‘)lb\[“__“’l LR C’ngn,
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el en supposant r =23 4 1,
() V=V, ClgrV,_y, -+ G} MV yp . - ngP" V.
Ainsi, pour les premiéres valeurs de », on forme le tableau
Vi=Vi,-+29n,
V?L :‘f“]n_'_ 3(1,1\,]”
V’fﬁ. = er.n. - 4 9”‘ V?ri, -+ GQEHJ
Vi =Vin+ 592 Van + 10927V,

Vi =Veu +6g2V,, + 15422V, + 20g3n,
Vi =Viu+ 7¢" Vi + 21922V, + 35¢3V,,

De méme, le développement de (2 — 3) donne, en supposant

r= 22,

(2) UL =V, — Gl Vimn + CEg¥ Vg~ o= (= )P CPgP2;

el en supposant = 23 -t 1,
(27) ApUL =Upp — QL g Ugmgyn + G2 g Uppya— . - (—1)p CEgon Uy,
Alinsi, pour les premiéres valeurs paires de 7, on a

AUZ =V, —2q%,

At =V — {2 Vo + 6g27,

AU = Vg, — B¢V, + 15920 V,y, —20g32,

AYUR =Vgy — 87 Vap + 28420V, — 5632V, ++ s0g4n,

et pour les premiéres valeurs impaires de r,

AU =13, —3¢gU,,

AUS = Usp -~ 5 Uspy + 10g22 U,

AU =Uqzp—7g7 Usp 21 g20 Uy, — 354810,

AYUD = Ugp —9qu Usn + 3647 Usp — 84932 Uy, - 126 440 U,

Le développement de la puissance d’un bindme donne encore
d’autres formules ; ainsi 'on a

smdTE—B, @ B=a7B—1
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donc en élevant les deux membres i une puissance d'exposant im- On déduit facilement de ces formules,

air r, 1l vient ‘ ] Upanr
p ’ U+ g Upior+qg 2 Uyt oo 4 g Uyppgny — q0r %‘L Uit vars
R
a4 Bre= (x4 ) — Crp(a+By—t= ...+ CHEr—1(x+B) N Un+nr
Vo -G " Voaa, = @72 Vo + oo g Vg, = qim—nr 0. Vorenes
-

et
mais on trouve des formules plus générales par le procédé sui-

Brtar=(a+ gy —Clala-+ )=, . +Crart(a+ 2 vant.
Désignons par a, b,c, ..., i, k, [ les n termes d'unc progres-

par suite, par addition et par soustraction, aprés avoir remplacé , : " i N o
sion arithmétique de raison 7; on a Pidentité

par @ et 3 par b7, en tenant compte des formules (1) du n" 180,
\"C e \I’. \'b - q;"/a.’ UC o \’11‘ [jb _ q,.Ua;

2Vrn = VO \'ln - G/" Vlbvjrl - C"l Vznvﬁ"ﬂ e C} V(l‘ l)nvru
fr 2 ir—2 t 7 . .y
0= CrULVL 1= CRU V2 + Ch U=V par suite, en remplagant dans la premicre a, b, ¢ par b, ¢, d, ¢l
_ . , ainsi de suite, 1l vient, cn désignant encore par A et i les deux
On obtient deux aulres formules en supposant » patr. De plus, ; ; . o b
termes suivants de la progression arithmétique

le développement des puissances de
4 —_ U=V, Uy —q"U,,
a—,x—?}—l—@, et 3—:‘*"1—%1 Us .=V, L. -(["U(“
Ue i V’" U([ - ql‘ U('j

donne encore deux autres formules.
186. Sommation des fonctions U et V. — Nous avons trouvé, Up=V,U; — " U

pour l'addition des arguments (n° 181), les formales
Multiplions respectivement ces égalités par 1, 3, 3%, ..., 377 et

— 17 ‘ . ,
2Unen = UV oo UnVa, ajoutons les résultats obtenus; en posant
2 Vm+n = van +4a U,U,;

Y= Ut aUp 82 Up v s+ 321U,
et pour la soustraction, les formules il vient
= U,V —_ U, —z o
9.?!1 Um—n = UmVn Ln\ s E_U—ri, -JU/; _ za—t Up, Logn-12 U)\ -V, (:7 E@ (gt U}\) - q"E,
29" Vipen=VuV,—2a U, U,. »" 2
-
51 P'on pose d’otr Pon tire
m-—+n=2r, m-—n=2s,
s = 3Us+ sV, — 0 (22l - Uy) — 371Uy
dans les formules précédentes, on trouve ensuite, en les ajoutant = 1—3V,—aigr :

ou en les soustrayant,
Nous avons ainsi obtenu la somme des produits des fonctions U

| Ugpt+ g7 Upy = UpsVos, dont les arguments sont en progression arithmétique, multipliées
(0 Usp— gr=sUye = UpsVyus; respectivement par les termes d'une progression géométrique.
Vor+ g Vo = Vo5 Voo, On obtient une formule analogue en remplacant U par V dans

Var— g Vog = AU 5Ups. le numérateur de X.
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Il est facile de voir gque cette méthode de sommation s'ap-
q .
plique aux suites récurrentes de tous les ordres, et a leurs puis-
Sances.

On en déduit, dans la théorie des fonctions circulaires, la somme des
produits de sinus ou de cosinus d'arcs en progression arithmétique par
les termes successifs d’une progression géoméirique ; et, plus particuliére-
ment, la somme des sinus ou des cosinus d’arcs en progression arithmétique.
Cette formule a été étahlie par ARCHIMEDE, en projetant un contour poly-
gonal régulier inscrit dans une circonférence, et sa résultante, sur un
diamétre quelconque de cette circonférence.

Egemple I. — Démontrer les formules
U? i 3 U};{' _1! U(Z’ljﬂ"
—r o T 374—"'4— nr - A_Tl?—_?‘n—[ ’
g’ g gsr q A q U,
U? Ug;; Uz, U?’!PL«IJ!‘ I ( Usnr
qr + gir - ?]ET e T qRe=1r A g2 0r Uy, A

et trouver les formules correspondantes pour les suites de FEamat, de PELL
et de Fisovacor (n° 70, E=z. I).

Exemple IT. — Démontrer les formules

ML TR 1. YR Ve

qr g2 G et grr - gmru, ’

viooVE VL Ve ior Uspr

" i e ve. en—ur == an G T

A A A q geriru,

Ezemple IIT. — Généraliser les formules précédentes en remplagaut ¢
par un nombre quelconque z.
Exemple IV, — Trouver la somme
S I I 1

—_— ! _ —+ r
124 17 52 4-1% 4 2% 12 12423 4+ 32 12412 492 - 32 1 51
en s'arrétant i un terme quelcongue de la suite de Fipowaccr.

Ezemple V. — Désignons par I, le déterminant

’ ¥n Yo+t
I, =
Yo+t Ve

dont les éléments sont formés par les termes consécutifs d’nne suite ré-
currente quelconque du secoend ordre; si 'on retranche des éléments de
fa seconde colonne ceux de la premiére multipliés par p, il vient

ln = an-h et Iy = q® los
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d’ailleurs /o est égal & — 1 pour la série des U et 4 A pour la série des V.
On déduit de la valeur de £,

Ynra  Fart _ qrl,
Yn+1 ¥n YrYan+1 ’

si I'on remplace successivement n par o, 1, 2, ..., n, on trouve, en
sommant,
H 2 n 1
LI S SR :_<7_n+_2_.&).
FYo¥i Y12 F2)a YuYn+t Z() FYa+1 Yo
Ewemple VI. — Généraliser la formule précédente cn remplacant g

par un nombre quelconque z, ct donner les formules correspondantes
pour les suites de FErmat, de PELL et de Fisoxacar.

Ezemple VII. — Donner les formules qui correspondent aux formules

de sommation des factorielles consécutives (n° 37) et de leurs inverses
(n° 86).

i 1 n - i R
Les formules qut donnent le quotient de (2% == 3#) par (4 == B
conduisent immédialement, par 'emploi des fonctions numériques
du premier genre, aux formules suivantes, qui s’appliquent aussi a
toutes les fonctions numériques du second ordre et, par suite, aux
fonctions circulaires et hyperboliques.
Lorsque n désigne un nombre pair égal & (2v 4+ 2), on a

Up, ; ;

0] = v("—f)" -+ gr\/cn--:!}r —+ Q’E"Vm_s),- — ...+ !]VFV').,
-

Un‘lr R

_‘/ = Umfl)r- - grU(u- E Y germf&,v — .+ (—1 )VqW'U‘,,.
»

Lorsque n désigne un nombre impair égal & (2v -4 1), on a

Uﬂl'
. = Vietyr = @™ Viu-gr += q¥ Vi gy + ... + 7'
r
V,”v v » 2ry 1 Wavr
Y, Via-vr ~ q" Vs + ¥ Viagyr — ...+ (— 1)V gvr.
"

Les relations précédentes nous montrent que U, est divisible
par Uy lorsque m est divisible par n. De méme, V,, est divi-
stble par V, lorsque m est impair et divisible par n.

Ainsi, dans la suite de Fisowaccr, les termes u, u;, u; sont
respectivement divisibles par 2, 3 et 5; il en est donc de méme de

Ugp, Usny Usp.
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187. Décomposition des fonctions numériques. — Considérons
la formule de duplication des arguments

Vip =V — g7
supposons ¢ == 2 g% et = 2uw--1, i1l vient

! - Y2 iU } .
\‘,‘y__’_f_, ‘EEJ-H' e p—%—ién‘\i-f?_

par suite,
V'*E“"l = (v‘lgH! Cophe 1 g2t (\vfif-“f ool gy

I} ¢n résulte cette proposition : Lorsque dans 'échelle de

reéenrrence
wpu--q,

le nombre q est le double d'un carré, la fonction numérique
V.. dont Uindice n est le double d’un nombre impair, est dé-
composable en un produit de devx facteurs entiers.

En particulier, dans la suite de FERMAT, on a
DMLEZ o p = (22l oo gl ) (a2 -l 1),

Gette formule a ¢été indiquiée pour la premidre fois par AURIFEUILLE,
ancien ¢léve de I'Ecole Polvtechnique, ancien professeur au lycée de
Toulouse ; elle nous a été transmise par M. LE LASSEUR.

Par cxemple, pouc @ = 14

238 o 1 =) 1075 67629 < 5360 036871,

Cette décomposition, pour le cas de l'exposant 58, avait ¢té obtenue
antérieurement par M. F. Laxpry, au moyen d'une méthode inédite pour
la recherche des diviseurs des grands nombres. Dans 'opuscule intitulé :
Décomposition des nombres (an==1) en leurs facteurs premiers, de
n=1 & n =64, moins quatre, par M. F. Laxpry (Paris, 186g), 'auteur
¢erit a ce sujet : « De toutes les décomposilions que nous avons opérées,
aucune nc nous a demandé autant de temps et de patience que celle
du nombre 258 -~ 1. Les deux derniers factecurs de ce nombre ont neuf
chiffres I'un et l'autre. Leur produit, qu'il s’agissait de décomposer, est le
nombre de dix-sept chiffres

b7 Giboy 52303 42349,

Si ces facteurs venaient & se perdre, le courage nous manquerait pous
recommencer le travail, et il est prabable que bien des dges passeraient,
avant qu'on ne réussit & les découvrir de nouveau. »
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Ainsi la formule I’AURIFEUILLE avait ¢chappé a Tattention d’Evier, de
LaGRANGE, de LEGENDRE, de SopHIE GeRMAIN et de LaNDRY, qui se sont
occupés longuement et a diverses reprises de 1a décomposition en fac-
tcurs premiers des termes de la suite de Fermar. (Voir n® 34, Exemple L)

Soit la formule
aVa, = V3 -+ AUZ,

lorsque A est égal, en signe contraire, au carré d’'un nombre

entier, l'expression aV,, est une différence de deux carrés. Par
suite : Lorsque A est égal au carré d’un nombre enticr, pris
avec le signe — , la fonction V., est décomposable en un pro-
duit de deux facteurs entiers.

Considérons encore la formule

Vg == -\[JI‘; - aqt
si Pon désigne == 1 par z ct s I'on suppose

A—2zh?, qg= -:57, n=a2u-1,
1l vient
\.2”_ = 23(“;“2{*4'1 — ,I I".QP-*") (..5_!72["'4‘] — /l [j2E1-+1)‘
On 1rouve un résullat analogue en supposant
bl

A=czh?, q=—zg? n=2p g

par conséquent, on a la proposition suivante : Lorsque le produit
qA est égal et de signe contraire an double du carré d’un
nombre entier, la fonction V. est décomposalle en un pro-
duit de dewr facteurs entiers.

Ainsi, par exemple, dans la suite de Perr,

Vigoo =7 2(2 Upsr + ‘)(‘lUuH — ).
Enfin, si nous supposons
A= —ul? el == 2L,
la méme formule nous donne
Vip=2[q" +AVy] (g7 — kVayl;

par conséquent : lorsque A est égal et de signe conlraire au
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double du carré d’un nombre entier, la fonction V,y est deé-
composable en un produit de deux facteurs entiers.

Exemple I. — Donner les formules de décomposition de Vs, dans les
hypothéses suivantes :

I...... p=2(r?=2rs—s?), g=—(rt—ars —s?);
IL... . p=2a2(rt —2s?), g = (rt+as);
HI..... p=r2—oas2, g = — 8ris2;

IV..... p=n2ar, g = r2op st

Yoir, pour plus de renseignemtents, notre Mémoire Sur la théarie des
Sonctions rRumériques scmplement périodiques, dans la Noue. Corresp.
math., t. IV, p. 100.

En partant des formules pour la triplication des arguments
(n° 183), on arrive encore a la décomposition des fonctions numé-
riques dans les cas suivants :

‘.
U,
teurs entiers, pour 1 pair, lorsque A est égal, en signe contraire,

I.e nombre

est décomposable en un produit de deux fac-

au triple du carré d'un nombre entier. Pour n impair, lorsque
gA est égal, en signe contraire, au triple du carré d'un nombre
enlier.

!

V
Le nombre -2*
y e

teurs enlicrs, pour 2 pair, lorsque A est égal et de signe con-
traire au carré d’un nombre enticr. Pour n impair, lorsque ¢

est décomposable en un produit de deusx fac-

est le triple d'un carré entier, ou encore lorsque ¢A est égal et
de signe contraire au triple du carré d’un nombre entier.

188. Sommation de fractions. — On a l'identité

Uiz+1 o !& U:l U‘_P\ Ul. U3 Un+1 Ufl R
6w wed) (@) (e

I

puis, en réunissant les fractions contenues dans chaque paren-
thése,

.[.Jifl . U, g ,]-72 93 g1

Un o U| U1 Uz U2U3 o U3UL T Urt-j Uu
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On a, par exemple, dans la suite de Frsonaccr,

Uprt _ 1 | I U, . 1
O = e e e e e,

" 1.1 1.2 2.3 3.5 5.8 T Uu—qUp

S

Plus généralement. soient les deux formules
8 5

UnsrVy— UpVpip = 2g7U,,
Vorr Vo — AU U, - 29" vr;

on déduit de la premiére

Uu—é—l‘ _ VUN — gyt __Il'

Vu+r Vn g "IL Vo ’
remplagons suceessivement, dans cetie relation, 7 par

R, n-+r, n-bo2r, ... on- o k—ar,

et ajoutons les égalités obrenues, 1l vient

U L U 1 ! n-1r
Y 14 Ly (e AN
¥ n+&r V n ¥ n \ n+r 3 Py r-\ PRENT ) nvi e A ERYAR

et, de méme,

v . Vv . r ar gln 1le Y
T Y72 VN (PN ]'w . ) .

LU U, UpUpe s UppUpiar U, oizir Unir

Lorsque 4 augmente indéfiniment, les premiers membres des égalités
" . . [ -
précédentes ont respectivement pour limites 7— el V/A; cn tenant compte
VA
des conditions de convergence. On peut ainsi développer la racine carrée
d’un nombre eutier en séries de fractions ayant pour numérateurs unité
c’était un usage familier aux savants de FEgypte et de la Gréce. Ainsi,

on a encore cette valcur approximative de 2,

s

— 1 T T
Ves i+ s T

-+,
donnée par les géométres indiens Bavpuavana et ApasTaMBA ; cctte valeur
approximative est égale au rapport des termes Vg = 577 et Uy = 408 de la
séric de PELL. — Voir The (Culvasttras by G. Tuisavr, p. 13-15, dans
le Journal of the Asiatic Society of Bengal, 1875.



330 LIVRE Il. — LES NOMBRES RATIONNELS.

Dans la théorie des fonctions cireulaires, les formules précédentes cor-
respondent aux développements de tangz ct de cotz. On a

sin(a—b)

langa — tang b = ——
® ° cosa cosh’
sin(h—a)

coter — coth —= - g
siiLer sin &
si 'on remplace successivement @ et 4 par les termes consécutifs d'une
progression arithmdétique

a, b,e, oo KL
on obtient facilement les sommes

L 1 1
— 7
cosh cosd

g .
COS @ CUs G cosl cose

dina sind T osind sine T Sink sind
Considérons encore les formules
2V, = V2 4-AU2,
Con — U,V
on ¢n déduit, par division,

N \/’QH \'fl
1 P = a— A
™ Usw U,

n

S

-

1A

cmplagons successivement n par 20, 2%, ... 27 'n, dans la
Remplag L , 22 ~ip, d ]
formule précédente, et ajoutons les égalités obtenues, aprés avoir

multiplié respectivement par

.10: .21, 92, R .2r'——l’
il vient
7 r ST T T
{2) r,\f%'!} — \v’l 4 A ( Lﬁ g UE T +2r—1P’L—"").
Uy Up Y Van Yar—1y

Dans [a théorie des fonctions circulaives, la relation (1) devient
cotx — tangz — 2c0t2.z,

et conduit & fa formulequi donne la somme

. T z
...+~ — tang — -

t T L x T t
angx -+ — lang = -+ — tang
s a2 T o ° 2 o4

4

PN
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On a la formule (n® 104, £x. 111}

P 4. 32 v g — 3%
S S - = -
1— 52 § — &% | — &2 1— 51— gt
s1 ’on y remplace z par (br: a’), on obtient
] ur e ahr Pl Usn_qy
(3) L L T e,
Us, Usp Usy Ugn—i ) UpUsep
Plus généralement on a (n° 104, Ex. 1))
Uuz-mnr 4 q’”, U'nfﬂ o f/rﬂr U(ﬂ -1)r1’_l_' IS q"" r ¥Uﬁ(n;—nﬁ£"7r4

Urz"r Unr‘“ r

qr =
Urb "

ql"E{”h*" 1
U,- U,lh+| »

ann’r .'z’rUn’r'

Lorsque n augmente indéfiniment, le second membre de la formule (3)
apour limite (&7 : U,.), dans le cas des fonctions du premier et du second
genre. Par exemple, dans la suite de Frnoxacer,

1—5 0 T 1 . i
3 t 3 3.7 3.7.47 0 3.7.47.2207

iPaprés les formules de duplication des arguments, chaque nouveau fae-
teur est égal au carré du précédent, diminué¢ de 2. De méme, dans la série
de PeLL,

I o I ! N .
a0 23 tz*_‘:f3.17_+2*.3.|7..577 o
chacun des nouveaux facteurs des dénominateurs est égal an double du
carré du précédent, diminué de unité.

Ces développements sont trés rapidement convergents ; ¢'est, en quelque
sorte, la combinaison du calcul logarithmique et du calcul par les frae-
tions continues. Ainsi le dénominateur de la trente-deuxiéme fraction de
I'avant-derniére formule est & peu prés égal a

= 232

et contient dewxr cent milltons de chiflres, environ. Pour ¢éerire le déno-
minateur de la soixante-quatriéme fraction de la formule précédente, il
faudrait plus de deux cent millions de siécles.
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LIVRE IIL

LA DIVISIBILITE ARITHMETIQUE.

CHAPITRE XIX,

CODIVISEURS ET COMULTIPLES.

189. Codiviseurs de deux nombres. — [.a théorie de la divisibi-
lité des nombres repose sur la résolution du probléme suivant (Eu-
cLine, Liv. VI, Prop. 2): Trouver tous les diviseurs communs
de deux nombres entiers et positifs; en d’aulres termes, trouver
tous les nombres, que nous appellerons codiviseurs, qui divisent
a la fois deux nombres donnés, a et b. Nous ohserverons d’abord
que si I'nn des nombres est zéro, que I'on doit considérer comme
maultiple de tous les nombres, la recherche de tous les codiviseurs
de a et de zéro revient & trouver tous les diviseurs de «, ou, ce
qui revient au méme, i trouver tous les codiviseurs de @ ct de a;
mais, si les deux nombres donnés sont nuls a la fois, le probléme
est indéterminé, puisque tout nombre est diviseur de zéro. En ex-
ceptant ce seul cas, on démontre que les codiviseurs de deux
nombres sont les diviseurs de leur plus grand codiviseur. Ainsi,
le probléme de trouver tous les codiviseurs de deux nombres in-
égaux revient a trouver tous les codiviseurs de deux nombres
¢gaux A& leur plus grand codiviseur, ou de trouver tous les divi-
seurs d’un seul nombre. On verra par la suite que ce probléme est
& peine connu, puisque, dans I’état actuel de la théorie des nom-
bres, on ne connait aucun procédé direct pour la recherche des

diviseurs des nombres ayant plus de dix chiffres dans le systéme
décimal.
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Il résalte encore de cette théorie que si deux groupes de deux
nombres, @ et & d'unc part, o' et &' d’autre part, ont le méme
plus grand codiviseur, ces deax groupes admetlent les mémes co-

diviseurs.

On dispose habituellement 'opération de la recherche du plus

grand codiviscur de deux nombres, a et &, de la mamiére sui-

vante :
Quoticnis qo q1 & Fr-2 q n—1 I
a b L & L] a1 @ Tn
I - T
ry ra ‘ r3 r. ’ Ta | Restes
\ I

[La ligne supéricure contient les quotients des divisions succes-
sives, en nombre (n +1), ct la ligne inférienre contient les restes;
si Pon suppose r,y == o, le plus grand codiviseur de a et b est r,.
Ce Tablcau correspond aux égalités

a:bfjg + I'yy
b?"l?l"*‘"z:

= refa -t 7ry,

Tno=TnAGnu-11 "y
n 1= Inqu.

Exemple I. — Trouver le plus grand codiviseur de deux termes con-
sécutifs 144 et 8g de la suite de FipoNAcar (n®° 3).

[y}
<
»
-~
=]

55 | 34 21 £3 8

Les quotients sont tous égaux a 1; les restes reforment la suite dans
Pordre décroissant, et 1c plus grand codiviseur est égal & lunité,
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Exemple II. — Démontrer que le nombre des termes de la suite de 1-
BONAcCI, ayant le méme nombre de chiffres, est égal & { ou a 5.

Désignons par a lc plus petit terme de la suite ayant n chiflres; le
terme suivant est égal & @ augmenté du nombre précédent qui est plus
grand que ja; donc ce terme cst plus grand que 3 a; par suite, les cing
termes qui suivent @ sont respectivement plus grands que

et le dernier de ceux—ci, plus grand que 1oa, posséde un chilfre de plus
que @; donc il n'y a pas plus de cinq termes de n chiffres.

De méme, soit & le plos grand nombre de (n-—1) chiffres; le nombre
suivant est plus petit que 25; par suite, les quatre ternres qui suivent b
sont respectivement plus petits que

2 l, 3b, Hh, R,

et, pat consé¢quent, ces qualre termes ont a chilfres. En résume, le rang
d’un terme est compris entre 4 et 3 fois le nombre de ses chillres.

Exemple III. — Le nombre des divisions a effectuer dans la recherche
du plus grand codiviseur de deux nombres ne surpasse pas le quintuple
du nombre des chiffres du plus petit des deux nombres donnés.

Lorsqu’il s’agit de deux nombres conséeutils de la suite de Frsoxacer, co
théoréme résulte immédiatement des deux excmples préeédents. Pour
I'étendre a deux nombres quelconques, il suffit d'observer que, si deux
restes consécutifs rp_y et rp, de Fopération sont compris dans Pintervalle
de deusx termes consécutifs de la suite, il ne se trouve aucun reste dans
I'intervalle précédent, puisque on a

Fp—— Tp+t Z Mgty — Uy,
c'est-a-dire
Fp4e < Ug—1 )

cette inégalité subsiste lorsque l'un des restes est égal a4 l'un des termes
de la suitc; ainsi, le nombre des divisions ne peut surpasser le nombre des
intervalles correspondants de la suite. Cet ingénieux théoréme a été donné
par LAME (Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences,
t. XIX, p. 867; Paris, 1833). Avant lui, le théoréme avait été entrevu par
LiGer ( Correspondance mathématiqgue et physiqgue, t. 1X, p. 483) et
par Fixck ( Nouv. Ann. de Math , L. I, p. 3515 1842).

Ezemple IV. — Déterminer le dernier chiffre du terme de rang n de la
suite de FipoNaccr.

1l suffit de connaitre les derniers chiffres des quinze premiers termes et
d’observer les résultats suivants : 1° les termes de rangs (15 + p) et (13 — p),
pour p 315, ont leurs derniers chiffres égaux ou complémentaires a 1o,



338 LIVRE [1l. — LA DIVISIBILITE ARITHMETIQUE.

selon que p est impair ou pair; 2° les termes dont les rangs sont complé-
mentaires a 6o ont leurs derniers chiffres complémentaires & 10; 3°les
termes dont les rangs différent d'un multiple de Go ont leurs derniers
chiffres égaux.

Exemple V. — Pour qu'un terme de la suite de Fironacor soit divisible
par un autre, il faut et il suffit que le rang du premier soit divisible par
le rang du second.

Prenons un terme quelconque de la suite, le dixiéme 53, par exemple,
¢t considérons les termes qui le précédent et ceux quile suivent immédiate-
ment, en supprimant les multiples de &5,

.8, 13, 21, 34, 0, 3§, —oar, 413, —8& ...

nous constatons ainsi que nous reproduisons, & partiv du terme 55 ou 0,
les termes de la série, pris dans l'ordre inverse, avec les signes alternés +

et —. Mais la série contient le lerme u,= o; par suite, puisque 55 est le
dixiéme terme, on retrouvera le reste o aux termes de rangs 20, 3o,
40, «.., et non 4 d’autres. Ainsi, les termes de la suite, divisibles par u,,

ont pour rangs tous les multiples de r.

Rexanque I. — Nous avons supposé les nombres a et & posi-
tifs; on peut aussi leur donner des signes quelconques en faisant
cette convenlion que les diviscurs d'un nombre, ou de plusieurs
nombres, sont toujours supposés positifs; mais, dans le calcul, on
prend les valeurs absolues de @ et de 6.

Remarque 1. — Dans la recherche du plus grand codiviseur
de deux nombres, on peut prendre a chaque division le reste mi-
nimum, et, puisqu’il ne dépasse pas la moitié du diviseur consi-
déré, on en déduit que, dans cette méthode, lc nombre des divi-
sions a effectuer ne surpasse pas l'exposant de la plus grande
puissance de 2 contenue dans le plus petit des deux nombres @
et b.

190. De deux nombres premiers entre eux. — Lorsque deux
nombres sont consécutifs, tout nombre qui les divise divise leur
différence, qui est 'unilé; par conséquent, deux nombres consé-
cutifs ont 1 comme unique codiviseur. En général, on dit que
deux nombres sont premiers entre eux lorsque, dans la re-
cherche du plus grand codiviscur, on trouve 1 comme résultat
final de I'opération; on dit encore que I'un d’eux est premier a
I'autre. En particulier, si I'un de ces deux nombres est o, l'autre
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est nécessairement == 1. En faisant abstraction du diviseur 1, com-
mun a tous les nombres, on dit encore que deux nombres pre-
miers entre eux n'ont ancun codiviseur.

Lorsque 'on multiplie deux nombres par un troisicme, le reste
de la division de I'un par l'autre se trouve multiplié par ce troi-
siéme; il en est de méme de tous les restes oblenus dans la re-
cherche de leur plus grand codiviseur. De méme, si on divise
deux nombres par un de leurs facteurs communs, le reste de la
division de I'un par Pautre, et leur plus grand codiviseur, sont di-
visés par cc troisiéme.

En particulier, lorsqu’on divise deux nombres par leur plus
grand codiviseur, les quotients obtenus sont premiers entre
eux. Réciproquement, si la division de deux nombres par un troi-
siétme donne des guotients premiers enire eux, le troisiéme
nombre est le plus grand codiviseur des deox autres. On a ainsi
une preuve de l'opération du plus grand codiviseur; en recom-
mengcant l'opération sur ces quotients, on doit trouver 1 pour plus
grand codiviseur.

Exemple I. — Si N points sont rangés en cercle et quon les joigne de R
en R, on passera par tous les points avant de revenir au point de départ,
si R et N sont premiers entre eux,

En effet, supposons, s'il est possible, que Von ne passe que par n points
avant de revenir au point initial. Prenons un quelconque des points par
lesquels on n’est pas encore passé et joignons encore de Ren R: nous for-
merons un second polygone de n cotés p'ayant aucun sommet commun
avec le premier; car, s'il en ¢iait autrement, les deux polygones coincide-
raient. En faisant de méme pour les points qui restent, on forme ainsi
e polygones de r cOtés et, puisque tous les points ont é1é employés une
seule fois, on a N = hn. Mais, en joignant de R en R, chaque polygone
de n cOlés se trouvant fermé, on a fait un certain nombre r de fois le
tour de la circonférence; on a done 2R = rN; il résulte des deux égalites
qui précédent

N = &n, R = Ar:

par conséquent, R et N auraient un codiviseur /&, ce qui est contre I'hy-
pothése.

Plus généralement, si N et R ont & comme plus grand codiviseur, et si
I'on pose N = 2n ¢t R = Ar, on forme, en joignant les points de R en R
A polygones de n cotés,

Cette démonstration a été donnée par M. Mansiox dans la Revue de
UInstruction publique en Belgizue; 1869.
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Ezemple II. — On considére p lignes équidistantes de g points équi-
distants, on a ainsi (p —1)(g —1) carrés égaux; on place un point an
centre de chacun de ces carrés, et 'on forme un quinconce de

pg+(p—1)(g—1)

points. Le nombre minimum de circuits continus, sans répétition ni rebrous-
sement, pour entourer tous les points du quinconce, en les séparant U'un de
Pautre, est égal au plus grand codiviseur de p et de g.

Ce curieux énoncé m'a été communiqué, en 1888, par M. Bresson,
ancien éléve de I'Ecole Polytechnique. (Voir les Notes, a la fin du
Yeolume.)

191. Propriétés du plus grand codiviseur. — On ale théoréme
suivant : Les restes successifs obtenus dans la recherche du
plus grand codiviseur de deux nombres positifs a et b sont les
différences de deux multiples de a et de b. En d’autres termes,
on a la relation

(1) (—0P=try=agn— &f)p,

dans laquelle f, et g, sont deux entiers positifs. En effet, nous
observerons d’abord que le théoréme est immédiatement vérifié
pour le premier restc 7, puisque l'on a

r—a— bq,;
nous supposerons donc ;= g, el g, = 1; mais si, dans I'égalité
suivante, qui définit r,,

ra=b—riqy

on remplace r, par sa valeur. il vient

—re=aq,—b(14+qoq1);
nous avons ainsi
Si=1+q09y, &= {1,

et les nombres f, et g, sont entiers, posilifs, et respectivement
plus grands que f; et g,. Si nous portons les valeurs de r, et de 7,
dans 1'égalité qui définit ry, c’est-d-dire

ra=r1— a9
il vient
+ry=a(i+q919:)+b6(g:9192+ g2+ qo),
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et ainsi de suite. Donc, en supposant larelation (1) vérifiée, lorsque
’on y remplace p par (p —1) et par (p —2),0n a

(— )P 3 rpo=agps— bfp—sy

(—r)p? Fp—1= @ p-1— bfp—»l;

si 'on porte ces valeurs de 7,_, et de rp_, dans I'égalité qui défi-
nit I'p
rpn="rp—a— Tp—1qgp_1,

on retrouve la relation (1), en posant

S Jo=Sp—19p+ fp—o

(2)
(&p=8p—19p +8p-2

Ainsi la relation (1) est démontrée. On observera que les nom-
bres f, eL gp sont tous entiers positifs, ct croissent avec I'indice p,
puisque chacun d’eux est au moins égal & la somme des deux
précédents, attendu que ¢,3 1. On calcule successivement les
nombres f, ¢t g,, en partant des valeurs qui correspondent aux
indices 1 et 2; par convention, on pose

fl):l: Lo = 0y

et il suffit alors de connaitre f, et g, car lalo1 de récurrence s’ap-
plique encore, ainsi qu'on le constate, & partir de l'indice zéro.

Si l'on applique le théoréme précédent au dernier reste r,_; qui
est le plus grand codiviseur & des deux nombres positifs a et b, on
en déduit ce théoréme : Le plus grand codiviseur de deux en-
tiers positifs a et b est égal & la différence de deuzx multiples
de a et de b. En effet, on a pourp=n

(—[)HS — afn—1— bfn—l-

Plus particuliérement, si @ et b sont positifs et premiers entre
eux, on peut trouver deux entiers positifs x et y, tels que Uon
ait

1= ax—by.

192, Théordme d’Euclide. — Tout nombre 8 qui divise un pro-
duit de deux facteurs ab et quiest premier a 'un d’eux b di-
vise U'autre a.
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En effet, puisque 0 et & sont premiers entre eux, on peut trouver
deux entiers x et ¥ tels que 'on ait

bz — by =L

donc, en multipliant par «, il vient

(1) alzx —aby ==+ a;

mais § divise son multiple a8z, et aby multiple de ab, par hypo-
thése; donc il divise leur différence = «.

On peut encore énoncer le théoréme d’Evcrine sous la forme sui-
vante : Le plus grand codiviseur de deux nombres a et b ne
change paslorsqu’on multiplie a, Uun deux, ouqu’on peut le di-
viser, par un nombre § premier a Uautre b.

En effet, d’aprés I'égalité (1), tout codiviseur de a0 et de b est
un diviseur de a; réciprognement, tout codiviseur de a et de ¢ est
un codiviseur de af et de 4. Il en résulte que, dans la recherche
du plus grand codiviseur de deux nombres a et b, on peut divi-
ser]’un deux par un nombre premier al’autre, ou I'un de deux restes
consécutifs par un nombre premier a 'autre, sans changer le ré-
sultat final de l'opération. En particulier, il est quelquefois com-
mode de supprimer les facteurs 2, 3 et 5.

Plus particuliérement, en supposant @ et & premiers entre eux
et § premier a &, on a encore ce théoréme ; St deuxr nombresa et
sont premiers & un trotsieme nombre, b, leur produit afi est pre-
mier @ ce troisiéme.

Cela posé, considérons deux groupes d’entiers

a, b, ¢, d, e, ...,

A
&, ﬁ’i Yo % B ...,

et supposons que Lous les nombres du premier groupe soient pre-
miers i chacun des nombres du second. D’apres le théoréme pré-
cédent, puisque a, b, ¢, d, e, ... sont premiers & «, les produits
ab, abe, abed, ... sont aussi premiers i «. Pour la méme raison,
le produit abcde . .. est aussi premier a 3, v, 48,...; donc, en-
fin, le produit des nombres du premier groupe est premier au pro-
duit des nombres du second groupe. En supposant les nombres
égaux, dans chacun des groupes, on en déduit que, si deuz nom-

CHAPITRE XIX. — CODIVISEURS ET COMULTIPLES. 341

bres sont premiers entre eux, toutes les puissances de l'un sont
des nombres premiers a toutes les puissances de U'autre.

Ezemple [. — Si la somme ou la différence de deux fractions irré-
ductibles est un nombre entier, les dépominateurs des fractions sont
égaux.

Exemple II. — La somme algébrique de fractions irréductibles dont
les dénominateurs sont premiers entre eux deux a deux ne peut étre un
nombre entier.

Car si 'on avait
..= = = entier,

e ]

7

]

w8
B

on en déduirait, en multipliant par fiy.. .}, que

afy...h

&

serait un nombre entier, ce qui est impossible si « n’est pas égal a Panité,
puisque a«, ctant premier & a, 8, v, ..., A, cst premier & leur produit.

Exemple 111. — Le nombre de multiples de & dans la suite
a, 2a,da, ..., ba,
est égal au plus grand codiviseur de a et de b.
Ezemple IV. — 8i a ¢t b sont premiers enire eux, les deux facteurs
(a—b)etg::—[;mdu produit (@™ — &™) ne peuvent avoir pour codivi-

seurs que les diviseurs de m.
En effet, si I'on pose @ = & + ¢, ces deux facteurs sont

m mim—1
¢ et cm—1 T em=25 4 4 m(m. ——) chm=2 4 mbm—1;
I

donc tout nombre 8 qui divise les deux facteurs divise & la fois ¢ et mbm—1;
et, puisque & ¢t ¢ sont premiers entre eux, en méme temps que « el &, le
nombre § divise m.

En particulier, si p désigne un nombre premier et X 'exposant de la plus
haute puissance de p qui divise @aP— b7, on a nécessairement

a—b—_—.pl—’a et %:pﬁ,

z et § étant premiers entre eux.
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Le résultat précédent s’applique encore pour m impair, en changeant &
en — &, aux deux facteurs du produit

am . hm
a+6 et —_—
a—+—b
Exemple V. — Si a%—+ b8 est premier, le plus grand codiviseur de
« et B est [ ou unc puissance de 2,
193. Codiviseurs de plusieurs nombres. — Il s’agit de détermi-

ner tous les nombres qui divisenta la fois plusieurs nombres don-
nésa, b,c,d,.... D'abord il est évident que 'ordre de succession
des nombres donnés peut étre pris arbitrairement ; et que, par con-
séquent, a el b désignent deux quelconques des nombres donnés.

Désignons par ¢ le plus grand codiviseur des deux nombres
@ €t ; nous avons vu que tout nombre qui divise @ et o divise g,
et inversement tout nombre qui divise & divise @ et 4. Par suite,

tout nombre 8, codiviseur de @, b, ¢, &, ..., est un codiviseur de-

8, ¢,d, ..., et Inversement, tout codiviseur de 8, ¢, d, ... divise
les nombres donnés. Par conséquent, la recherche des codiviseurs
de n nombres entiers se raméne A la recherche des codiviseurs
de (» — 1) nombres, en remplagant deux quelconques des nombres
donnés par leur plus grand codiviseur. En appliquant ce procédé
au systéme nouveau des (n — 1) nombres, on pourra remplacer
celul-ci par un systéme de (n — 2) nombres, et ainsi de saite, jus-
qu'a ce que le systéme soit remplacé par un scul nombre. On a
donc cette proposition : Les codiviseurs de plusieurs nombres
sont tous les diviseurs de leur plus grand codiviseur. Mais il
est bon d’observer que I'on excepte le cas ou les nombres donnés
sont tous nuls.

Dans la pratique, il est plus commode de rechercherle plus grand
codiviseur de la maniére suivante. On place les nombres donnés
par ordre de grandeur croissante

a, b, ¢, d, e, ...;

on divise tous ces nombres par le plus petit d’entre eux @. On range
encore dans 'ordre de grandeur les restes obtenus, en négligeant
les restes nuls, et en ne conservant que 'un des restes égaux
parmi plusieurs ; on obtient la suite

a, bl? €1, dls
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On opére sur celle suilte comme sur la précédente, jusqu’a ce
qu’on n’obtienne plus qu'un seul reste, qui est le plus grand co-
diviseur cherché. Pour légitimer ce procédé, il suffit de reprendre,
en le généralisant, le raisonnement que nous avons exposé dans la
recherche du plus grand codiviseur de deux nombres.

D’ailleurs, on peut, comme dans le cas de deux nombres, em-
ployer les quotients approchés par excés, ou les quotients les plus
approchés, de maniére a obtenir les restesles plus petits. On pourra
aussi faire les simplifications dont il a été parlé ci-dessus.

Désignons par A le plus grand codiviseur des nombres @, 0, c,
d, ..., el posons

a = Ad, b Al o .2\, o - Ad’,

le plus grand codiviscur des nombres entiers &', &', ¢/, d’, ... esL;
on dit alors que les nombres n'ont aucun diviseur commun, ou
sont premiers entre euz. Par conséquent, si 'on divise plusicurs
nombres par leur plus grand codiviseur, on obtient des quotients
premiers entre eux; inversement, si 'on multiplie des nombres
par un nombre entier quelconque A, leur plus grand codiviseur est
multiphé par A.

11 y a lieu de distinguer le cas de plusicurs nombres premiers
entre cux du cas de plusienrs rombres premiers dewr @ deur.
1l est clair que des nombres premiers deux & deux sont premiers
entre eux; mais des nombres premiers enlre cux ne sont pas né-
cessairement premiers deux & deux; ainsi, par exemple, si a, &
sont deux nombres impairs premiers entre eux, les nombres a, b,
2a, 2 b, sont premiers entre cux, mais ne le sont pas deux a deux.

194. Comnultiples. — Nous allons résoudre un probléme qui est
en quelque sorte I'inverse du précédent. 11 s’agit de trouver tous
les comultiples de plusieurs nombres donnés ou, en d’autres
termes, de trouver tous les nombres qui sont séparément divisibles
par les nombres donnés. Nous démontrerons ce théoréme :

Les comultiples de plusieurs nombres sont tous les multiples
du plus petit de leurs comultiples.

Considérons d'abord deux nombres donnés a ct 0; désignons
par A leur plus grand codiviseur, et posons

a — Aa’ ct b = Ab';
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nous savons que @' et &’ sont des nombres premiers entre cux. Les
comultiples cherchés sont des multiples de @, et sont tous compris
dans la formule ma ou mAd', dans laquelle m est un entier quel-
conque; pour que ces.nombres soient des multiples de b, il faut et
il suffit que mAa' soit multiple de A¥, c¢'est-a-dire que & divise
ma'; mais &', premier avec @', divise m2, et on a m = m'¥, en dé-
signant par m’ un entier quelconque. Par conséquent, tous les co-
multiples de « et de b sont compris dans la formule ma ou m' @' ¥’ A;
inversement, tous les nombres compris dans cette formule sont di-
visibles par @ ou @’A et b ou 4'A. On voit ainsi que tous les comul-
tiples de deux nombres @ et & sont tous les mulliptes d'un certain
nombre

a'b’A, ou NE
que Uon appelle le plus petit comultiple de a et de b (1).

Nous allons étendre cette proposition & un nombre quelconque
d’entiers; il s’agit de déterminer tous les comultiples de plusicurs
nombres donnés @, b, ¢, d, .... D'abord il est évident que ordre
de succession des nombres donnés peut ¢tre pris arbitrairement et
que, par conséquent, @ et b désignent deux quelconques des
nombres donnés. Désignons par ple plus petit comultiple des deux
nombres @ et &; nous venons de voir que tout comultiple de ces
deux nombres st un multiple de g, et inversement. Par suite, Lout
nombre § comultiple de @, b, ¢, d, ... estun comultiple de u, ¢,
o, ...; et inversement, Llout comultiple de u, ¢, d, ... est un mul-
tiple des nombres donnés.

Par conséquent, la recherche des comultiples de » nombres en-
tiers se raméne & la recherche des comultiples de (n — 1) nombres,
en remplagant deux quelconques d’entre eux par leur plus petit
comultiple. En appliquant le méme procédé au systéme des (n — 1)
nombres, on pourra remplacer celui-ci par un systéme de (n — )
nombres, et ainsi de suite, jusqu’a ce que le systéme soit remplacé
par un seul nombre, qui est le plus petit comultiple des nombres
donnés.

(*) Si deux groupes de deux nombres (a, &) et (¢, d) ont le méme plus grand
codiviseur et le méme plus petit comultiple, il n’en résulte pas, pour cela, 'idcn-
tité des denx groupes. Ainsi les groupes (2,30} et (6,10) ont tous deux le méme
plus grand codiviseur 2 et le méme plus petit comultiple 30,
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Lorsque deux des nombres a et & sont premiers entre eux, ona
A =1 et le plus petit comultiple des deux nombres est égal & leur
produit ab; mais, d’antre part, lorsqu’'un nombre ¢ est premier
2 deux autres, 1l est premier & leur produit. Par suite :

Le plus petit comultiple de plusiewurs nombres, premiers entre
eux deux & deux, est égal & leur produit.

Lorsqu’un nombre est divisible par plusicurs autres, premiers
entre euz deux a deuzx, il est divisible par leur produit.

Exemple I. — Sil'on désigne par D(e, b, ¢, ..., ) le plus grand co-
diviseur de n nombres, par dy, dy, dy, ... les plus grands codiviseurs de
groupes formés par ces nombres, de telle sorte que 'ensemble des groupes
reproduise les nombres donnés, on a

Dia, b, c,.... 0H=D{d, ds, ds, ...).
Exemple II. — Sil'on disigne par m(a, b, ¢, ..., I) le plus petit co-
multiple de » nombres, par my, ma, my, ... les plus petits comultiples

de groupes formés par ces nombres, de telle sorte que l'ensemble des
groupes reproduisc les nomhres donnés, on a

m{a, b, ¢, ..., )= m(ny, my, my, ...).

Exemple III. — Pour qu'un comultiple de 2 nombres soit le plus petit,
il faut et il suffit qu'en le divisant successivement par chacun d’eux, on
obtienne des quoticnts premiers entre eux.

Soient M un comultiple des nombres donnés et P leur produit; les pro-
duits des nombres pris (72 —1) & (n—1) sont

PP p
al G
cela posé, on a évidemment
M] MP P :
D ‘ﬂf,ﬂp,...,__>:m,n( by s )
a b {

d’'ou 'on tire

(1)
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Pour que M ait la plus petite valeur m, il faut et il suffic que 'on ait

M M M
N ) Y
[(a b 1) '

ou, en d'autres termes, que les quotients

M M M
e’ &7 71
sotent premiers entre cux.
Exemple IV. — Le produit de n nombres est égal au produit Jde leur

plus petit comultiple par le plus grand codiviscur des produits de ces
nombres pris {n ——1)a {n —1).
En effet, I'expression (1) de VEwemple I donne
P P P

(2) P:m(a.b,...,l).l)\-(_—t,_b.,...,__).

Fzemple V. — Le plus pelit comultiple de n nombres est égal a un
comultiple quelconque M divisé par le plus grand codiviseur des quotients
obtenus en divisant ce comultiple par chacun des nombres.

En effct, les égalités (1) et (2) donnent

(3) mia, b e, . . 1)— - Mia b 0D

MM My
D(ﬁ’Z"“’T}

En supposant M = P, on retrouve le théoréme précédent,

Fremple V1. — Le produit de n nombres est égal au produit de leur
plus grand codiviseur par le plus petit comultiple des produits de ces
nombres pris (n—1) a{n--1).

> ¥

Remplagons, dans I'égalité (3), les nombres a, b, ..., I, par -:;, ;—)-7 cees
x I') }) l)
73 €t prenons pour M le produit P; les quotients de M par SR T
seront @, &, ¢, .. , el nous aurons

‘PP P .

(4) P:m(;,z,---;f)-D(a, b, ..., D).

Egemple VII. — — Le produit de » nombres est égal au plus petit co-

multiple des prodnits abtenus en combinant ces nombres r a r, multiplié
par le plus grand codiviseur desproduits obtenus en les combinant (n — r)
a(n—r)

Considérons les Cf, produits des » nombres combinés r a r;le produit P
est évidemment un comultiple de ces produits et les quotients obtenus en
divisant P par chacun d’eux sont les C}~" produits des nombres pris
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(t—r)a{n—r); etil suffit dappliquer la formule (3). On a donc la
formule

P =m(C,).D(CF "),
et en remplacant » par (r — r),

P —=D(Ch).m{Cp"

H N

Nous avons emprunté les énoncés et les démonstrations des Exercices
Hiet VII & un article de M. Bannmev ( Mathesis, t. I, p.oaig).

195. Codiviseurs des formes linéaires. — Nous démontrerons
encore le théoréme suivant sur les formes linéaires et homogénes.
Considérons n formes indépendantes, et supposons, pour plus de
simplicité, n == 3. Soient

g X=ayz+by+cz,
(n ¢ Y =asxr -+ b3y -cas,

| Z = a3 = ])3}’ -i— 035

Désignons par A le déterminaunt des coefficients, et par de
grandes lettres tous les mineurs, On a

Ar — 1\1){ - f&:z\r—'r— A.aZ,
(2) Ay = B X - B:Y -+ B,Z,
Az — Cl)(*‘r‘ GgY—'ng,Z.

D’aprés les relations (1}, tout codiviseur de z, y, 5, csl auss
un codiviseur de X, Y, Z; réciproquement, par les relations (2,
tout codiviseur de X, Y, 7 divise z, y, 5, ou divise A. De la,
pour A =1, ce théoréme :

Si n nombres sont premiers entre eux, il en est de méme
de n formes linéaires et homogénes de ces nombres, pourvu que
le déterminant des coefficients soit égal a = 1.

Le systéme des codiviseurs de 2 nombres z, y, z, ... ne change
quand on remplace ceux-ci par n fonctions linéaires et homogenes
X,Y,7Z, ...,dexz, ¥, 5, ..., dont le déterminant des coefficients
est égal & 1.

Ezemple I. — Si a ct b oot & pour plus grand codiviseur, les nombres
@+ b et @ — b ont pour plus grand codiviseur ¢ ou 28,
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Ezemple I1I. — Considérons la suite

I, 2, 8 5o, 418, 4348, ...,
dans laguelle
Up=_(20 — 1)Uy — (N — 1) tip_g;

le plus grand codiviseur de u, et u,—, est 27, en désignant par ¢ Pentier
de (27 +1) par 8 (n° 128, Kz. /). ( SYLVESTER).

196. Codiviseurs et comultiples des nombres fractionnaires. —
On dit qu'une fraction est divisible par une autre, ou multiple
d’une autre, quand elle est égale au produit de cette autre frac-
tion par un nombre entier. Avec celle définition, les notions de
codiviseurs et de comultiples s'appliquent aux nombres fraction-
naires, et Von appelle plus grand codiviseur de plusieurs frac-
tions la plus grande fraction irréductible qui divise chacune des
fractions données , et plus petit comuliiple la plus petite fraction
irréductible, qui est divisible par chacune des fractions données.

Cela posé, on a le lemme suivant : Pour qu‘une fraction irréductible
5 Soit divisible par une fraction irréductible é—:, 1l faut et 1l suffit
que p divise z et queg soit unmultiple de 6. Aumoyen de ce lemme,
le lecteur démontrera aisément les théorémes suivants OF

I. Le plus grand codiviseur de fractions irréductibles est une
fraction irréductible qui a pour numérateur le plus grand codivi-
seur des numérateurs et pour dénominateur le plus petit comul-
tiple des dénominateurs

o 1 Ay ay _ D{ay,as,a;,...)
D AT e = e T
\bl bg b nl(b1’bg,ba_,...)

II. Le plus petit comultiple de fractions irréductibles est une
fraction irréductible qui a pour numérateur le plus petit comul-
tiple des numéraleurs et pour dénominateur le plus grand codi-
viseur des dénominateurs

mo| -

b by by

ay dy U ) m(ai,az,kf@,---)
- D(b;,bg,b3,...)

hY

II. Tout codiviseur de fractions irréduactibles est un diviseur
de leur plus grand codiviseur.

(*) Voir, pour plus de détails, un article de M. P, BaRriey, dans le Journal
de Matheématiques elémentaires (1884).
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IV. Tout comultiple de fractions irréductibles est un multiple
de leur plus petit comultiple.
V. Le produit du plus grand codiviseur de plusieurs fractions
par le plus petit comultiple de leurs inverses est égald 1.

SR P S T )
D(?)i’bz’bg’ )nl aljazjag, e

N

VI. SiTon muluplie ou st 'on divise plusieurs fractions par
an méme nombre, entier ou fractionnaire, leur plus grand co-
diviseur {on leur plus petit comultiple), est multiplié (ou divisé)
par ce nombre.

I résulie de ces théorémes et de quelques autres analogues
que, si Von désigne par @, b, ¢, ... des nombres positifs, quel-
conques, entiers ou fractionnaires, par P leur produit, par d e1 M,
un codiviseur et un comultiple, par D ¢t m le plus grand co-
diviseur et le plas petit comultiple, on a toujours les identités
sulvantes :

{ D{a,b,c,...) = D[D(a,b),c, ...],
2 m(a,bc, ...)=m[m(a,b) e, .. ..

SD(a,b,c,...).m(é,-]}),—;,--.): L,

L1 x
(m(a7b,C,...).D(\EJLJEJ"')
s D{ak,bk,ck,...)=kD(a,b,e,...),
( m(ak,bk,ck, ...)=kmia,b,c,...).

I.

MM M
‘D(a,b,c,...).m(;,z,?,n-):.\l,

MM M
2m(a,b,c,...).D(Z, b;’()aﬂ"):;’\l.

3 D(ar,br,cr,...)=[D(a,b,c,.. )],

m(ar brcr, . . .)=[m{a,b,c,...)]"r.

Enfin, si lon désigne par m(CZ) et par D{C) le plus petit co-
multiple et le plus grand codiviseur des produits obtenus en com-
binant » fractions i a 7, on a
D(C). m(CiHy="P,
m{Cy), D(Ce-i) = P.

- G —
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CHAPITRE XX.

LES NOMBRES PREMIERS.

197. Nombres premiers. — Un nombre quelconque, ¢n excep-
tant 'unité, admel au moins deux diviseurs qui sont l'unité et
ce nombre lui-méme; on dit qu'un nombre positif est premier
lorsqu’il n’a d’autre diviseur que lui-méme et 'unité. On dit qu'un
nombre est non premier ou composé lorsqu’il admet plus de deux
diviseurs. En d’autres iermes, si 'on suppose la Table de Pyraa-
cory. prolongée indéfiniment, les nombres premiers sont ceux
qu’on ne rencontre que dans la premiére ligne et dans la premiére
colonne de la Table; tous les nombres situés dans les autres lignes
el les antres colonnes sont des nombres composés. Il y a donc
deux espéces d’enticrs positifs, les nombres premiers et les nom-
bres composés; mais on doit observer que I'unité ne rentre dans
ancune de ces deux espéces et, dans la plupart des cas, il ne con-
vient pas de considérer 'unité comme un nombre premier, parce
que les propriétés des nombres premiers ne s’appliquent pas tou-
jours au nombre 1 (').

Tout nombre non premier admet an moins un diviseur premier
autre que V'unité. En effet, soit 2 unnombre composé et soit p le
plus petit des diviseurs autre que 'unité; si p n’était pas premier,
il admettrait un facteur premier p’' plus petit que lui qui divise-
rait 7, multiple de p; par conséquent, p ne serait pas le plus pelit
diviseur de n.

Pour former une Table des nombres premiers impairs, jusqu’a une

(*) Ainsi le nombre 1 est premicr 4 lui-méme, tandis qu’un nombre premier p
n’cst pas premier 4 lui-méme; voir plus loin la théoric de I'irdicateur. 11 serait
préférable de désigner tout nombre premier pius grand que 2 par le mot simple
ou primaire, dans le but d’éviter ces trois expressions presque identiques qui
carrespondent a des idées si différentes: Les premiers nombres, les nombres
premiers et les nombres premiers entre eux.
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limite donnée, on emploie le procédé connu sous le nom de Crible
d'ERATOSTHENE (276-194 avant J.-C.). On écrit la suite naturelle
des impairs depuis 1 jusqu’a cefte limite; puis on efface ceux
que 1'on rencontre de 3 en 3, & partir du carré de 3; on efface
ensuite ceux que 'on rencontre de 5 en 3, a partir du carré de 3,
en tenant compte dela place occupée parles nombres effacés; puis
ceux que 1'on rencontre de 7 en 7, i partir du carré de 7, et ainsi
de suite en recommencant chaque fois par le carré du nombre que
Pon trouve parmi les nombres restants 4 la suite du nombre pre-
micr donl on vient d'effacer les multiples. L'opéralion s’arréte
d’elle-méme, lorsque 'on vient d’effacer les multiples du plus
grand nombre premier dont le carré est plus petit que la limite
proposde.

Erempie 1. Former, par le erible, la Table des nombres premiers
jusqu’a 1o0.
On trouve les vingt-cing nombres premiers
2, 3, 5, 7, a1, 13, a7, 19, 23, 29, 31, 37, i1,
i3, 47, 33, 5y, Gr, 67, 7v, 73, 79, 83, 89, 97
Exemple II. — Tout nombre premier plus grand que 2 est de l'une
des formes linéaires {x == 1.
Tout nombre premier plus grand que 3 cst de l'une des formes lincaires
6rz1.
Tout nomhre premier impair est de 'une des formes 8§21, 772 3.
Tont nombre premier plus grand que 3 est de 'une des formes 122 =771,
-5,
Le carré d'un nombre premier plus grand que 3 est un multiple de 2§
angmenté de Funite,

Exemple I11. — Tout nombre §n -3 est premier ou divisible par un
nombre impair de nombres premiers de la méme forme.

Tout nombre 6n -+ 5 est premier ou divisible par un nombre impair de
nombres premiers de la méme forme. — Il n'en est plus de méme, pour
les nombres des formes 8r 4+ 3, + 5 ou + 7.

Exemple IV. - - Le produit des n premiers nombres premiers n'est
jamais la somme ou la différence de deux puissances de méme exposant.

En effet, si p désigne un nombre premier impair, le bindme aP— br
n’est pas divisible par p ou est divisible par p? (Ewemple IV, n° 192),
D’autre part, si p est pair ct égal 4 24, la somme @27+ 527 n'est pas divi-
sible par 3 et la différence @27 — 627 n’est pas divisible par 2 ou est divi-
sible par 8. C. Q. F. D.
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En particulier, Pexpression
2.3.5.7.11.13.17...221

n’gst jamais une puissance cxacte.

198. Suite des nombres premiers. — La suite des nombres
premiers est illimitée. Ce théoréme important, dé & Evcring, se
démontre comme il suit. Soit p un nombre premier quelconque,
11 y a nécessairement un nombre premier plus grand que p, quel
que soit . En effet, supposons qu’on ait formé la suite de tous les
nombres premiers jusqu’a p,

ajoulons I'unité au produit de Llous ces nombres. Le nombre ob-
tenu Zj, cst plus grand que p el représente un nombre premier ou
composé. Si Z, est premier, le théoreme est déinoniré; d’antre
part, si Z, n’est pas premier, il est divisible au moins par un
nombre premier. Mais Z, n’est divisible par aucun des nombres
premiers 2, 3, 5, ..., p, puisque lc reste de sa division par l'un
de ces nombres cst 1. Done 7, est divisible par un nombre pre-
mier plus grand que p.

On reconnait que 7, esl premicr pour p==3, 5, 7, 11, tandis
que pour p =13, 17, 19, 23 les nombres Z, sonl composés.

On a

T+2 =3,
1+2.3 =7,
I+ 2.3.5=31.

1 2.3.5.7 =211,
1+2,3.5.7.11 = 2311,
I1+2.3.5,7.11.13 = 59.50y,
1+ 2.3.5.7.11.13.17 = 19.97.277,
1+ 2.3.5.7.11.13.17.19 = 347.27953,
I+2.3.5.7.11.13.17.19,23 = 317.703763.

Mais, dans Pétat actuel dc la Science, il serait trés difficile de
continuer cette étude et de savoir dans quels cas le nombre Z, est
premier ou composé, ou méme de savoirs’il ya une série illimitée
de valeurs de p donnant des nombres premiers. Celte question
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parait aussi inaccessible que les trois suivantes vérifides Jusqu’a
certaines limites sur les Tables des nombres premiers :

I. Existe-1-il une infinité de groupes de deux nombres pre-
miers dont la différence soit égale & 2?

Il. Tout nombre pair est-il la somme de deux nombres pre-
miers? Si cette derniére proposition posée par Warine ('), dans ses
Meditationes analytice, était démontrée dans le sens de D'affir-
mative, on en déduirait immédiatement que tout nombre impair
est, dc diverses maniéres, ¢gal 4 la somme de trois nombres pre-
miers.,

HL. Tout nombre pair est-il Ia différence de deux nombres pre-
miers? (\. pe PoLienac. )

Exemple /. — 1l y a une infinité de nombres premiers appartenant a la
forme linéaire (6 — 1).
On remplace, dans la démonstration précédente, Z, par

2,307 p—1;

c’est un nombre de la forme (62 —— 1) qui est premier, ou divisibie par un
nombre premier de méme forme.

Eremple II. -~ 11y a une infinité de nombres premiers appartenant i
la forme linéaire (42 — 1.
On remplace Z, par
22.3.0. 7. 00 .. p—

c’est un nombre de la forme (4 — 1) qui est premier, ou divisible par un
nombre premier de méme (orme.

Lxemple 11I. — En admettant le théoréme, démontré plus loin; que
tout diviscur premier impair d’'une somme de deux carrés premiers entre
eux est une somme de deux carrés, démontrer qu'il y a une infinité de
nombres premiers de la forme linéaire (42 + 1).

On considére Vexpression

22.32.5%, 72, 17 plang,
et I'on continue comme ci-dessus.

Ezemple IV. — Il y a une infinité de nombres premiers de la forme
Linéaire (82 + 5).

{') Duns une Lettre & Goupeach {30 juin 1742), publiée dans la Correspon-
dance mathématique et physique, EULER écrit qu'il considére ce théoréme
comme tout i fait certain, quoiqu’il ne sache pas le démontrer.
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En admettant le théoréme de U'Exemple III, on considére l'expression
Z =325% 72002, .. p?+ 2}

Z étant une somme de deux carrés premiers entre eux; tous ses diviseurs
sont de la forme (4 & -+ 1), ¢’est~a-dire de 'une des formes (8 x +1), (82 +5);
et, puisque Z est de la forme (82 + 5), ce nombre est premier ou divisible
par un nombre premier de 1a méme forme et plus grand que p.

Remarque. — Les théorémes précédents sont des cas trés particuliers
de ce théoréme remarquable énoncé par LEGENDRE et démontré, pour la
premiére fois, par Lereune-Diricuier : Toute progression arithmétique
dans laquelle deuxr termes consécutifs sont premiers entre eur ren-
ferme une infinité de termes qui sont des nombres premiers. En d'au-
tres termes, si @ et & sont premiers entre eux, la forme linéaire {az + &)
contient une infinité de termes qui sont des nombres premiers.

199. Distribution des nombres premiers. — |l n’cxiste actuelle-
ment aucune méthode pour trouver une solution satisfaisante des
questions suivantes :

[. Trouver un nombre premier plus grand qu’un nombre pre-
mier donné.

II. Trouver une fonction qui ne donne que des nombres pre-
miers.

I1I. Trouver le nombre premier qui suit un nombre premier
donné.

IV. Trouver le nombre des nombres premiers qui ne surpassent
pas un nombre donné.

V. Calculer directement le nombre premier de rang donné.

Ces questions que nous avons rangées suivant I'ordre probable
de difficalté croissante paraissent encore inaccessibles, malgré les
efforts des mathématiciens les plus illustres.

Fenmat avait pensé, mais en annongant qu’il n’en avait pas de
démonstration, que les nombres de la forme

n
F,=2% +1,

étaient toujours premiers. Nous démontrerons plus loin que F, est
premier pour les valeurs de n =0, 1, 2, 3, 4 et composé, pour
n=>~,, 6, 12,23, 36 (voir n° 3%4).

Nous ajouterons que, pour modifier la conjecture de Fermar, on
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a énoncé cette proposition : Tous les nombres qui appartiennent
a la suite

2
2 2

2 2 2
941, 2241, 21, 2% 41, 2% 4+,

sont premiers. D’autre part, Eisenstein a énoncé ce théoréme
dont il possédait probablement la démonstration: Il y a une infinité

. It . .
de nombres premiers de la forme 22" 4+ 1; mais nous ne connais-
sons aucune démonstration de ces deux propositions difficiles.

Consulter ;: dnnales de Gergonne, t. XIX, p. 236. — Journal de Crelle,
t. XVII, p. 87. — Journal de Sylvester, t. 11, p. 238. — Bulletins de ' Aca-
démie des Sciences de Saint-Pétersbourg (nov. 1877 et janvier 1878).

Parmi plusieurs autres, EvrLer a donné les trois formules sui-
vantes ( Mém. de Berlin pour 1972, p. 36)

2T 17,
22+ 29,

T+ T+ 41,

qui fournissent respectivement, pour les valeurs entiéres succes—
sives de z, & partir de zéro, 17, 29 et 41 nombres premiers, ainsi
qu’on le vérifie facilement en calculant par différences, comme pour
la Table des carrés (n® 24).

Mais ces formules, et d'autres analogues, ne peuvent représenter
exclusivement des nombres premiers, car on a la proposition sui-
vante :

Le polyndme a coefficients entiers

fley=a+bx+cax?+dxd +. ..

ne peut donner continuellement des nombres premiers, pour
toutes les valeurs entiéres de x.

En effet, soit p = f(x,) un nombre premier correspondant a la
valeur z, de z; on a, quelle que soit la valeur du nombre en-
tier y (n°® 32), -

flzotpy)=flz)  (mod p);

donc f{x,+ py)est divisible par p, quelque grand que soit y. Par
suite, f{x) ne peut représenter exclusivement des nombres pre-
miers.
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2(). Décomposition d’un entier en différence de deux carrés. —
Un nombre premier impair est, d’'une seule maniére, la différence
de deux carrés. En effet, considérons I'équation

x2_}/2:-:p’

dans laquelle p désigne un nombre premicr; dans ce cas, 2 et y sont
premiers entre eux; il en est de méme de leur somme et de leur
dilférence. On doit donc poser

r—y=t, Ty =p;

(\f_’::‘)?h (Pfi\)z-ﬁp.

2/ PO

d’ou 'identité

Mais si nous remplagons p par le produit de deux nombres im-
pairs p, et p, plus grands que 1, nous pourrons poser encore

2 2

YTl ERN iy 13

Aiusi, pour qu’un nombre impair soit premier, il faut et il
suffit qilil soit, et d’une seule maniére, égal a ladifférence des
carrés de deuzx nombres entiers. De la celle méthode indiquée
par FeryvaT pour reconnaitre si un nombre impair donné n est
premier ou composé. On ajbute au nombre n tous les carrés jus-
(qu'a celui de { (n —1); si 'on ne trouve qu'un seul total, le der-
nier, égal & un carré, le nombre essayé est premier. Dans le cas
contraire, le nombre est composé, et on le décompose immeédiate-
ment en un produit de deux facteurs. On simplifie considérable-
ment le calcul en tenant compte des derniers chiffres des carrés et
en se servant d’'une Table de carrés (n® 24 et 26).

Cn a encore le théoréme suivant, qui n’est qu'un cas particulier
dans la théorie des formes quadratiques : S/ A et B désignent deux
entiers positifs, un nombre premier p ne peut étre donné par
les deux décompositions distinctes

p=Aa>+ Bb?, p=Aa2+ B
En effet, on en déduirait

p(B*—b%) = A(a?B? — b2a?);
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par suite, I'un des nombres {af == ba) serait un multiple de p;
mais on a l'identité

Pl=(AaxBbBY+ AB(aB 5 ba)e.

Pour AB >> 1, on doit remarquer que le carr¢ qui multiplie AB
est nul, car sil cn était autrement le second membre serail plus
grand que le premier; on doit donc poser

a* b  Aa*+ Bhr
a2 pe - Agt B2 =0

dott a==:=a, et b =2=f,

Pour AB==1, on peut supposer a@ o= ba =1 p, mais alors
autre carré de la valeur de p? serait nul et Pon aurait @ == 3 el
b=+a.

En partant de cette proposition et d’autres du méme genre, on ob-
tient d'autres méthodes pour la décomposition des nombres en fac-
leurs-premiers, que nous exposerons plus loin. Nous ne retiendrons
ici que cette application indiquée par Soemie Gerwain @ Aucun
nombre de la forme (p* - 4), excepté 5, n’est un nombre pre-
mier. Fn effet,

PU = (P40 = (pP— 2) o 4 pt;

par conséquent ces nombres sont, de plusieurs maniéres, la somme
de deux carrés. Plus généralement, on a

@ fyh = (2 2yt 22y,
el, par suite, la décomposition

x4yt = (xP=-2xy + 20 (FT— 22y - 230,

201. Des nombres composés. — Nousavons vu (n° 197) que tout
nombre non premier admet au moins un diviseur premier autre
que I'unité. Cela posé, nous allons démontrer que tout nombre qui
n’est pas premier est décomposable en un produit d’un nombre
Jini de facteurs premiers. -— En effet, si n n’est pas premier, on

peuL poser
n=pn,

 désignant un nombre premier et 2’ un nombre premier ou com-
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posé. 51 n' est premier, le théoréme est démontré ; mais, si n/ n’est
pas premier, nous pourrons écrire

n‘:P’n”,

p' désignant un nombre premier et 2" un nombre premier ou com-
posé plus petit que »'. En appliquant le méme raisonnement au
nombre n”, et en observant que la suite des nombres entiers positifs
décroissants n, r/, n", ... est limitée, on finira par trouver

n=pp'p...,

le second membre se composant d’un produit de facteurs premiers
en nombre fini.

La décomposition d’un nombre en facteurs premiers n'est
possible que d’une seule maniére, s 'on ne tient pas compte
de l’ordre des facteurs. En effet, supposons que l'on ait trouvé
les deux décompositions

n=pp'p... et n=gqq'q" ...,

dans lesquelles les p ct les ¢ désignent des nombres premiers. On a
donc

{(n op'p - =g99'q" ...

Pwisque p divise le premier membre, il divise le second ; il existe
nécessairement un facteur du second membre égal & p; car, sile
nombre premier p n’était égal 4 aucun des facteurs premiers du se-
cond membre, il serait premier & chacun d’enx et a leur produit
(n° 192); par suite, il ne pourrait diviser le second membre. On peut
donc supposer p = ¢; puis, diviser les deux membres de I'égalité
précédente par p, et obtenir I'égalité

... =qgq ...,
sur laquelle on recommencera le méme raisonnement. Par consé-
quent, les facteurs du premier membre de 1'égalité (1) sont respec-
tivement égaux & ccux du second, et en nombre égal.
On simplifie la représentation d’un nombre composé z cn grou-
pant ensemble les facteurs premiers égaux. Si a, 8, v, ... dési-
gnent respectivement les nombres des facteurs égaux aux nombres

CHAPITRE XX. — LES NOMBRES PREMIERS. 359

premiers inégaux deux i deux, a, b, ¢. ..., on aura
n=axbBey. . .;

les exposants «, B, ¥, ... représentent nécessairement des nom-
bres entiers, positifs ou nuls. En supposant B=v=...=o0, el
%=1, on a simplement n = a, de telle sorte que la formule précé-
dente, bien que souvent difficile 4 obtenir, renferme sans aucune
exceplion tous les nombres entiers positifs, premiers ou composés,
ct aussi l'unité pour @ ==1.

Exemple I. — Simplifier I'expression

ross (123’ "“58576)8 (65603 156a ¢ 98or s
1024 ; (1048575 (6561, . 15625 -\9800)

On trouve pour résultat 2196, ( GAUSsS.)

Exemple II. — Pour qu’un nombre soit {la somme d’entiers consécu-
tifs, il faut et il suffit qu'il ne soit pas égal & une puissance de 2.

Exemple III. — La somme des inverses des nombres premiers est infinie.
En effet, on a pour p > 1 la série convergente

si I'on donne 4 p toutes les valeurs 2, 3, 5, 7, 11, ... des nombres pre-
miers et si 'on multiplie les développements, tous les termes du produit sont
différents ; chacun d’eux est U'inverse d'un nombre de la forme 22335Y...,
pour des exposants entiers, nuls ou positifs. Mais tout nombre entier n’é-
tant décomposable en facteurs premiers que d’une seule maniére, le produit

donne la série harmonique illimitée. 11 y a done une infinité de nombres
premiers.
Cette démonstration est d’EuiLgr. En se servant du théoréme de GoLDB Acn

(n° 89, Exemple ), et du développement de — log (l —})) , on démontre

le théoréme énoncé.

202. Suites de nombres composés consécutifs. — On peut trou-
ver une infinité de suites formées en aussi grand nombre n qu'on
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voudra d'entiers consécutifs et composés. En effet, désignons par
ay, @2, a3, ..., ap

7 entiers consécultifs tels que le plus petit soit > 1, el cherchons
nombres consécutifs que nous pouvons désigner par

A+ay, A+—asy, A+ay, ..., A+ap,

tels que ces nombres-soient respectivement divisibles par a,, a,
@3y ... 5 @, 1l en résulte que A est divisible par chacun des 72 nom-
bres donnés et, par suite, par leur plus petit comultiple; donc, en
désignant celui-ci par p et par ¢ un entier quelconque, ona

ATE(J..

Plus généralement, on peut supposer que ay, as, a, ..., a,
désignent des nombres en progression arithmétique de raison r.
Mais, si I'on veut simplement que les nombres

A-+—ay, At+ay, At+a, ..., At+a,

soient des nombres composés, on peut remplacer p. par le produit
P des nombres premiers jusqu’a n, et considérer les nombres

P +2, tP4+3, tP—+—4, ..., tP-4n;
ainsi, par exemple, les neuf nombres consécutifs
2i2, 213, 214, ..., 219, 220

sont composés; il en sera de méme, si on les augmente d'un mul-
tiple quelconque de 210.

Exemple I. — Trouver tous les nombres N qui, divisés respectivement
par les nombres 2, 3, 4, ..., {» — 1}, donnent successivement pour restes
les nombres 1, 2, 3, ..., (n—2).

Le nombre (N -+1) est évidemment divisible par 2, 3,4, ..., (n —1); par
conséquent, il est divisible par leur plus petit comultiple p; on a donc

N=tfp—r1.
Ezxemple IT. — Trouver tous les nombres X qui, divisés respectivement
par les nombres 2, 3, 4, ..., (»—1), n, donnent successivement pour
restes les nombres 1,2, 3...., (n—2), 0.
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Déterminons d’abord tous les nombres qui vérifient toutes les conditions,
i I'exception de la derniére; on a, avec les notations de ’Exemple précé-
dent,

N=tp—u;

déterminons ¢ de telle sorte que N vérifie la derniére condition; on doit

donc avoir
e — 1 = nx;

le probléme n’est possible que pour n premier; car, sans cela, 7 et p admet-
traicnt un codivisenr qui devrait diviser 1. Donc, en supposant n premier,

i et n sont premiers entre cux, ct 'on peut déterminer deux entiers £ el g
(n® 4191}, tels que 'on ait
e —nx —1I.

Désignons par Ny la valeur correspondante de N qui représente une pre-
miére solation du probléme; la différence (X — N, ) doit étre divisible par
2,3,4,....(n —1), n; par suite, elle est divisible par leur plus petit comul-
tiple w. Un a donc la solution générale

X=Ny=-pny,

o désignant un entier quelconque.
Soit, par exemple, 2 = 7, on aura

X =119+ 420%.

203. Divisibilité des factorielles. — Nous commencerons par
résoudre le probléme suivant : Déterminer le plus grand expo-
sant de la puissance d’un nombre a qui ne surpasse pas un
nombre donné n.

Une premiére méthode, directe, consiste a calculer le Tableau
des puissances successives de «, jusqu’a ce que 'on obtienne un
exposant a tel que I'on ait

a'J.-'< n< a(l+1’

ct I'exposant cherché est a; on peul déterminer ainsi, par exemple,
le plus grand exposant de la puissance de 2 contenue dans un
nombre donné (n° 189, Remarque 1I'.

Mais, au lieu d’employer les multiplications successives par «.
on peut aussi employer les divisions successives par a. Cetle mé-
thode repose sur le théoréme suivant: Si ¢ désigne le quotient
par défaut de la division de n par a, et si ¢’ désigne le quo-
tient par défaut de la division de g par b, le nombre ¢’ est égal
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au quotient par défaut de la division de n par le produit ab.
En effet, on a par définition,

n=ag-r, g =bg'+s,
r désignant I'une des valeurs o, 1, 2, ..., (@ —1), et s I'une des
valeurs o, 1, 2, ..., (b—1). On déduit

n=abg +(as-+r):
mais le nombre non négauf {(as -+ r) est au plus égal a
a(b—1)+(a—1) ou (ab— 1

donc ¢’ est le quotient exact, ou approché par défaut, de la division
de n par ab.
On désigne habituellement le plus grand nombre entier contenu

n . n .
dans — par la notation E =, que 'on prononce entier de n par a:
[£ a

on a donc
EEL n
£ .
B =B

? : . . n
et cette formule s’applique, en général, a 'entier de T

Cela posé¢, nous résoudrons le probléme suivant : Déterminer
le plus grand exposant de la puissance d’un nombre premier p
contenue dans le produit n! des n premiers nombres. Les en-
tiers qui contiennent p en facteur dans la factorielle n! sont tous
les multiples de p

n n
P,2P,3p,...,E;p, ennombreEl—D;

par suite, 'exposant de p dans cette factorielle est égal a I'expo-
sant de p dans le produit

angmenté du dernier facteur. En répétant le méme raisonnement

sur cette nouvelle factorielle, et en appliquant le théoréme précé-
dent, il en résulte que I'exposant du nombre premier p dans la
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factorielle n! est égal & la somme

n

PJ

-

E’—l+E%+E

Lorsque n est une puissance de p, les quotients de r par

p, pt, p?, ..., sonl tous entiers, et l'on irouve pour l'exposant
cherché

n—1

P—1

Si I'on écrit le nombre r dans le systétme de numération de
base p, en supposant

n=a-+ bp+cpr+dpi+...,
on trouve facilement que I’exposant cherché a pour valeur

n—{a+b+c+...)

’

p—1
et a pour limite supérieure
n
p—1t
Ezxemple I. — Quel est 'exposant de 7 dans le produit des 10000 pre-

miers nombres?
On dispose le calcul de la maniére suivante :

10000 7
3o 1428 | 7
20 —
6 ©28 | 20s ‘ 7
§ 6| e | 7
) . 1
et le nombre cherché est
1428 + 204 + 29 4 4 = 1665.
Exemple II. — Le produit des rogo premiers nombres se termine par
249 Z€ros.
Exemple III. — Trouver le plus grand exposant de la puissance du

nombre premier p contenue dans le nombre combinatoire Gf,.
Ob a
m!
T b
nl{m —n)!

Gr =
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ct on applique la méthode précédente. On en déduit I'exposant de la plus
haute puissance de p contenue dans le produit de » nombres consécutifs,

Ezxemple IV, — Trouver le plus grand exposant de la puissance d’un
nombre premier p, contenue dans le produit de » nombres impairs consé-
cutifs. — Dans le produit de n nombres en progression arithmétique.

Exemple V. — Trouver le plus petit nombre n tel que la factorielle n!
soit divisible par une puissance donnée pY d’un nombre premier p.
Voir la solution de M. Nrvrere { Mathesis, t. VII, p. 68).

Exemple VI -— Montrer que, pour savoir combien de fois le nombre
premier p est facteur dans le produit 2!, on peut, aprés avoir écrit le
nombre n dans le systéme de numération de base p, diviser par (p — 1)
l'excés du nombre » sur la somme de ses chiffres. En conclure que p sera
facteur dans le nombre combinatoire G autant de fois que, dans la sous-
traction de n et de ¢ écrits dans le systéme de base p, il faudra ajouter
p aux chiffres de n pour rendré les soustractions possibles,

204. Quotient de factorielles.
I'on a

Nous allons démontrer que, si
n=a+B+y+.. =)

le guotient de n! par le produit ol B!y!...%! est un nombre
entier; ce théoréme résulte immédiatement de ce que ce nombre
représente des permutations avec répétition (n° 44); mais on peut
en donner une démonstration purement arithmélique.

En effet, soit p un nombre premier quelconque du dénomina-
teur de 'expression

™ al BTyl nl
Pexposant de la plus haute puissance de p contenue dans le déno-
minaleur est égal 4 la somme des expressions

o
ﬁ,

4
E—+E—§2+EE&+.‘.,
P P P

o
fPJ—E4-,...

EE+E
pP

2

EY el igX
P r?

et expogsant de la plus haute puissance de p contenue dans le
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o3}
=gl
O

numérateur est égal a

I I I
E-gBE— B

P p*
Mais, par définition,

no—=a -4 B—i—-""—l—...,
et, par suite
1 b

E

e 4 S
}EjfEﬁ+hﬁ+“q

n
ez
par conséquent, U'exposant d'un facteur premier quelconque p du
dénominateur de I'expression (1) ne surpasse jamais I'exposant du
numérateur.

En particulier, le produit de 2 entiers consécutifs est toujours
divisible par le produit n! des n premiers nombres, puisque

l'on a
(a—+1'{a-+23 .. .(a- n) (e —+ n}y!
M2, 0 T alal
Ezemple 1. — Déterminer le plus grand exposant de la puissance d’un

nombre premier p contenu dans le produit des coefficients de la puis-
sance d'un bindme.

Ezxemple II. — Trouverla somme des entiers par p de p termes consé-
citifs d’une progression arithmétique.

Exemple ITI. — Si n = pg, le produit n! est divisible par p!(g!)? et
aussi, en raison de la symétrie, par ¢'(p')7.
En effet, 'expression

n'

(g
est le produit des nombres combinatoires

q o 7 7.
CLyClhgrg - CLLCF

mais on a évidemment
7 _ 71
C‘/nq - n?’C”lq—‘l )
d’ot 'on déduit

'
n. -1 o1 g-1 =l
(?j]j’p =p! (‘pq—i Ctp~1)q—1 PR O C,]_ 1°

Ezemple TV. -- SiTon a n = a2 =+ B + pg + rs, le produit n! est divi-
sible par
2! BIplrt(ghr (s
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205. Théordmes de Tchebychef et de Polignac. Soit n un
nombre positif, entier ou fractionnaire; nous appellerons facto-
rielle primaire d’ordre g, du nombre n, le produit de tous les
nombres premiers dont la puissance g™ ne surpasse pas 7, el
nous désignerons ce produit par §,(z); en particulier, la facto-
rielle primaire du premier ordre de n est égale au produit de tous
les nombres premiers qui ne surpassent pas n. Par convention,

nous écrirons
b,(n) =1, sl n -7 o,

—

Cela posé, on a le théoréme suivant : Le produit des facto-
rielles primaires, de tous les ordres, pour tous les nombres

est égal au produit des n premiers nombres. En d’autres
termes, la factorielle n! est égale au produit des factorielles pri-

maires
A n\
B.(n ), 01(%)a e].('g)?

B;(n), B2 ({;{)’ 02(,—;\),

d’ailleurs, on s’arréte dans chaque hgne et dans chaque colonne
du Tableau précédent, lorsque la factorielle primaire devient
égale a 1.

En effet, chacune des faclorielles primaires ne renferme un
nombre premier p qu’une seule fois; cherchons 'exposant 4 de p
dans la g ligne du Tableau

A

o (3 (3 ()

on aura, par définition,
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et, par suite,

kf£;<h+|;

c’est-a-dire
h=E .
P(l
Par conséquent, en faisant la somme des exposants de p dans
chaque ligne du Tableau précédent, on trouve

P P P’
ce qui est précisément l'exposant de p dans le produit £l des n
premiers nombres. C. Q. F. D.
51 'on pose
O(n)=—=0(n).0(r).0:(n).0(n).. ..

le théoréme précédent peut s’écrire sous la forme

nt:@(u..@(’é)- 8(%) 9(%)

Au moyen de cette formule, et en partant de deux limites du
produit 7!, que Pon déduit de la formule de Strmrine, M. Teuesy-
cuner a démontré le théoréme suivant, I'un des plus beaux de
I’Arithmétique transcendante (') : Pour 2a =7, il y a au moins
un nombre premier compris entre a et (2a — 2).

Comme corollaire, on a la proposition suivante (Journal de
Liouville, 2¢ série, t. 1) :

Le produit des n premiers entiers ne peut étre égal & une
puissance d’un nombre entier, ou au produit de puissances de
nombres entiers. Fn effet, il y a au moins un nombre premier qui
p’entre qu'unc seule fois comme facteur dans le produit des n
premiers nombres.

{') Ce théoréme a été présenté en 1850 & P'Académie des Sciences de Saint-
Pétersbourg. — Voir Journal de Liouville, t. XVII, le tome IT1 du Cours &’Al-
gebre superieure de SERRET, et divers Mémoires de A. pE PoLignac, dans les
Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de Paris.
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CHAPITRE XXIL

LES DIVISEURS DES NOMBRES.

Les théories qui vont snivre supposent que les nombres que
'on considére sont décomposés en leurs facteurs premiers.

206. Codiviseurs et comultiples des nombres décomposés. --
Nous reprendrons les problémes que nous avons résolus pour la
recherche des codiviseurs et des comultiples de plusieurs nombres,
en supposant que les nombres sont décomposés, Cherchonsd’abord
le plus grand codiviseur de plusieurs nombres; pour cela, on con-
sidere tous les nombres premicrs différents qui se trouvent dans
les décompositions des nombres donnés, et I'on supprime lous
ceux qui ne se trouvent point comme facteurs dans tous les nom-
bres donnés; aprés cette opération, s1l ne reste aucun facteur
premier, les nombres n’ont aucun codiviseur. Dans le cas con-
traire, 501t @ un nombre premier contenu dans chacun des nom-
bres donnés; désignons par o’ 'exposant choisi parmi tous les
exposants de «, de telle sorte qu’il 0’y en ait pas de plus petit;
soient &', ¥/, ... les exposants de &, ¢, ..., choisis de la méme
maniére ; le plus grand codiviseur cherché est

D= av bl e ..

in effet, pour qu'un nombre soit divisible par un autre, il faut
et il suffit que le premier contienne tous les facteurs du second
avec des cxposants au moins égaux & ceux qu'ils ont dans le second
des nombres donnés.

On détermine d’'une facon analogue le plus petit comultiple de
plusieurs nombres décomposés. On prend chacun des facteurs
premiers qui entrent dans 'un quelconque des nombres donnés
avec un exposant égal a celui dont il est affecté dans le nombre qui
le conticnt avec le plus grand exposant.
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Exemple I. — Siun nombre cst une puissance d'exposant n, les expo-
sants des facteurs premiers qu’il contient sont des multiples de =z, et
réciproquement.

Ezemple IT. — 8i le produit de plusicurs nombres premicrs cotre eux
deux a deux est une puissance, chacun d’eux est une puissance de méme
exposant.

Exemple 11I. — 8i le produit de plusieurs nombres premiers entre eux
deux & deux est le double, le triple, le quadruple, le quintuple d’une
puissance, lun des factenrs est le double, lc triple, le quadruple, le quin-
tuple d'une puissance de méme exposant, et les autres facteurs sont des
pnissances de méme exposant.

Si le produit est une puissance multipliée par un nombre A contenant
plusicurs facteurs premiers différents, la décomposition peut se faire de
diverses maniércs. Ainsi, par exemple, si le produit de plusicurs nombres
premiers entre eux deux & deux est le sextuple d'un carré, l'un des fac—
teurs cst le sextuple d’un carré et les autres sont des carreés; ou hien,
Pun est le double d’un carré, un autre le triple d’un carré, et les autres
sont des carrés,

Exemple IV, — 8i l'on désigne par Py le produit de n nombres enticrs,
par Py le produit des plus grands codiviseurs de tous ces nombres pris
deux & deux, par Py le produit des plus grands codiviseurs de tous ces
nombres pris trois 4 trois, ..., par P, le plus grand codiviseur de tous
ces nombres, le plus petit comultiple m des n nombres donnés a pour
expression

- P| P:g])}; PN

T PyP. P ...
Soit p un diviseur premier des nombres donnés a, &, ¢, ..., 7; dési-
gunous par z, B, y, ..., A les exposants positifs ou nuls des puissances de p

contenues dans ces nombres, et par e, Uexposant de pdansP.; si 'on sup-
poscles nombres donnés rangés de telle sorte que les exposants «, Byvyse.isa
e soient pas croissants, on voit que I'exposant e, de p dans chacun des
produits P, est

ep==a+8 -+~ Y- 8- e4 ...
€ == B+oay+384 fza-.. ..
ey — Y+ 38 +6c-
€, — 8+ 4e-
ey~ €~ .

Par conséquent, Uesposant de p dans la valeur de m, fournie par
I’énoncé, est
€ — Ca+Ee3— ey, —e5— ...
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et, puisque la somme alternée des coefficients du bindme est nulle, 'expo-
sant de p dans m est égal a «.

Exemple V. — Mettre les nombres a et & sous les formes
ad = a1 a, b:bibﬂ}

ay et &y n’ayant que des facteurs premiers diviseurs de @ et de b, et de
plus @, étant premier & & et b, premier a a.

En supposant les nombres @ et & décomposés en leurs facteurs premiers,
la solution est immédiate; mais on peut encore résoudre le probléme sans
connaitre les décompositions de @ et & en [acteurs, par des opérations de
plus grand codiviseur. Désignons par @' et &' les quotients, premiers
entre eux, de @ et de & par leur plus grand codiviseur D; par a” le quo-
tient de a’ par le plus grand codiviseur A4 de &' et de D; par a” le quo-
tient de a” par le plus grand codiviseur A, de a” et de A,, et ainsi de
suite, et de méme pour &. On a, en supposant Ay;=1 et By =1,

@ = a.m‘D.A1.. .
b= 8".D.B,.B,.

Kzremple Vi. — §'il existe des nombres entiers z, ¥, 5 qui vérifien
I'équation
(1) ZP+ yP 43P =0,

ol I'on suppose p premier impair, et &, », z premiers entre eux deus a
deux, aucun des nombres x, ¥, z ne peut étre premier ou égal a une puis-
sance quelconque d’un nombre premier.

On a deux cas a considérer, suivant que le produit zy 5 est ou n'est pas
divisihle par p. Lorsque le produit xy s n’est pas divisible par p, on pose,
d'aprés VEzemple IV du n° 192,

y—3 =ar, z4-x = bp, x4y =cP
et
YE-+ 2P aP + ¥ TP+ yP
— ~ = ap, — — pp’ < YP;
yr2 i+z T +y
alors, on a

r=—aa, y=—=068, z=—cvy,
et les nombres @ et « sont premiers entre eux, ainsi que & et , et que
cet y. On en déduit
28 = bP + ¢cP— aP,
2y = cP + aP — bp,
25 = aP+ br— cp,
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Si 'un des nombres 2, y, = est divisible par p, on peut supposer que 3
est divisible par p* et non par une puissance de p de plus grand ex-
posant; ontrouve

y+35 =ab, 5 --x =bp, Ty = php—tce
et
yP 4 ZP 3P+ @P &P+ yr .
= ok — =B, T = PP
y+4i S =T el
alors on a

z=—aa, y=—bf, &= — phcT,
et, par suite,

ax = phe-lep— ap - bp,

2y :p)\."—H?P —+ aP— bP,

— 23 = php—lcP— ar—bp,
Les formules précédentes ont été données par LEGENDRE, dans le but de
parvenir & la démonstration du fameux théoréme de FERMAT, concernant
l'impossibilité de résoudre I'équation (1) en nombres entiers. On trouve

les mémes formules dans la lettre d’ABEL 4 HoLMBOE, du 24 juin 1823
(ABEL, CEueres complétes, 2° édition, t. II, p. 264 et 265).

Exemple VII. — Trouver I'exposant de la plus haute puissance d’un
nombre n qui divise le produit des M premiers nombres.

Exemple VIII. — Trouver 'exposant de la plus haute puissance d’un
nombre n qui divise le produit des M premiers termes d'une progression
arithmétique,

207. Nombre, somme et produit des diviseurs d’un nombre dé-
composé. — Soit le nombre

n=a*bBer...;

tout diviseur de n a pour expression
d=a%bfecr.. .,
en supposant

a' égal @ I'un des (2 + 1) nombres o,1,2,..., 2,
g » » (B+1) n 0,1,2,..., 8,
¥ o » (v+1 » 0, 1,2, ..., 7,
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: 0 En d S les diviseurs
el en remplagdnt a® par 1. En d’auntres termes, tous les diviseur

de n se trouvent dans le produit des facteurs

g(a) —1+a-+al--...-+a%,
6(6) =1+ b - 02+ ... -+ BB,

U(C)f[—F‘C—F‘CE’T*.-.‘*CY,

ct ne s’y trouvent qu’une seule fois. Par suite, le nombre v (n), de

tous les diviseurs de a*bBev ..., est égal a
(1) v(n) = (z--13{B-+-0){y-11)....
Ce nombre ne dépend que des exposants 2, 3, v, ... des fac-

teurs premiers qui entrent dans la décomposition du nombre
donné, et non de la valeur méme de ces nombres premiers, que
I'on suppose inégaux deux a deux.

Mais, d’autre part, e(a), «(&), s(c), ..., représentent des pro-
gressions géométriques de raisons a, &, ¢, ...; par conséquent, la

somme ¢ (n) de tous les diviseurs de a*bBc¥ ... est égale au
produit

@i+l oy BBFI 1 pYHIL g
(2) S e S

Pour obtenir la somme des parties aliquotes de n (n° 15), 1l
suffit de retrancher n du résultat précédent.

Pour obtenir la somme des puissances d’ exposant q de tous
les diviseurs d’un nombre donné n, il suffit de remplacer res-

pectivement @, b, ¢, ..., par a4, &9, ¢4, ..., dans la formule (2).
Y

Le produit des diviseurs de n est égal a n*, en désignant par v
le nombre des diviseurs; car ceux-ci se groupent deux a deux, de
telle sorte que leur produit est n pour n non carré; la formule
subsiste pour r égal 4 un carré.

Exemple I. — La somme des inverses des puissances d’exposant g de
les diviseurs d’un nombre donne n est égale & la somme des puissances
tous
g'*" de tous les diviseurs, divisée par nd.

Ezemple 1. — De combien de maniéres peut-on décomposer le nombre »
en un produit de deux facteurs, en ne tenant pas compte de 'ordre des

facteurs ?
Si le nombre n n’est pas un carré parfait, c'est-a-dire si I'un des expo-
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sants «, 8, v, ..., des facteurs premiers qu'il contient est impair, le nombre
de maniéres de Ie décomposer en un produit de deux facteurs est égal a

i(a+r)(@»+—|‘)(7+1\‘,“_;

si.le nombre donné n est un carré parfait, c’est-a-dire si les exposants
@, f, 1, ..., sont tous pairs, le nombre des maniéres de lc décomposer en
un produit de deux facteurs est égal a

é+:L.(q+1)(3+r)('{-—if|)..,.

Exemple III. — De combien de maniéres peul-on décomposer le
nombre n = a%®BeY... en un produit de deux facteurs premiers entre
eux, sans tenir compte de ordre des facteurs ?

Ces différents produits s’obtiennent en combinant chacun des termes g
du produit

(1-+a®) (1-+8B) (14 67).. .,

avec le facteur associé —; par suite, si v désigne le nombre des facteurs

[}

premiers différents @, &, ¢, ..., contenus dans n, le nombre de ces di-
compositions est égal 4 2v-1.

Exemple IV. — Le nombre des diviseurs d’'une puissance est premier a
I'exposant de la puissance.

En effet, si le nombre n = a%&Bev ... est unc puissance d'exposant g,
tous les exposants «, 8, v, ... sont des multiples de g et le nombre des
diviseurs

(D (B+1)(y+1...
est nécessairement un multiple de ¢ augmenté de P'unité.

Ezemple V. — Trouver toutes les formes de nombres admettant des
diviseurs en nombre donné, ainsi que le plus petit de ces nombres.

Ezemple VI. — Pour qu'un nombre soit égal au produit de ses parties
aliquotes, il faut et il suffit que I'on ait

n—=n?* |

d’'ot v == 4. Il faut donc que ce nombre soit é¢gal au cube d’un nombre pre-
mier, ou au produit de deux nombres premiers inégaux.

On trouverait de méme tous les nombres 7 dont le produit des diviseurs
¢st une puissance donnée de n.

Ezemple VII. — Trouver les sommes des produits deux a deux, trois
a trois, ete., des diviseurs d'un nombre donné,

Lzemple VIII. — Si S(n) est la somme des restes du nombre entier r,
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divisé par chacun des entiers qui le précédent, et () la somme des divi-
seurs de n, on a la formule

(1) S(r)y+3(n)=S8(n—1)+2n—1.

En effet, soit « un entier plus petit que n et ry, 7, les restes de la divi-
sion de n et de (n — 1) par a. Si « n’est pas un diviseur de 7, on a

ry,=rgq—1I,
et si a est un diviseur de n, on a ro— o, par suite

Py = rg—1-+a.

Si T'on donne a « les valeurs 1,2,... (2 —1), et si I'on fait la somme,
en observant que r,.; =1, on obtient la formule demandée.

Si dans la formule (1) on remplace n par 1,2,3,.... n, et si 'on fait la
somme des égalités obtenues, on trouve

g+o(2)+a(3)—...+~aln)-=n?-8(n)

208. Nombres parfaits. — On appelle nombre parfait uan
nombre égal a la somme de ses parties aliquotes. EvcLioe a in-
diqué la seule méthode actuellement connue pour trouver des
nombres parfaits (Liv. LY, Prop. 36). Soit le nombre

n=ar-1p,

dans lequel & désigne un nombre premmer; en égalant & 22 la
somme des diviseurs de n, on trouve

O—=b—.

Par suite, on obtient des nombres parfaits au moyen de ls
formule

(n Ep=— ap—i(ar—1),

mais seulement dans le cas ou le second facteur est premier.

Pour que (27 —1) soit premier, il faut que I'exposant p le soit
aussi, car le bindme (279—1) est divisible par (27 —1) et par
{29 — 1); mais, d’autre part, cette condition, qui est nécessaire, n’est

pas suffisante, puisque
all — 1 = 23 > 8q.

Le Tableau suivant contient toutes les valeurs actuellement
connues du nombre premier p jusqu’a 257, pour lesquelles (27 —1)
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esL un nombre composé ; la colonne o désigne le plus petit diviseur
de ces nombres. Les résultats qui correspondent aux quatre pre-
miéres valeurs de p étaient connus de Fenmar; le facteur d
pour p = 41 a été donné par Praxa; les quatre suivants ont éié
donnés par Lanory et les autres par M. Le Lissevr. On les vérfie
rapidement en calculant par congruences (n® 34).

\
j2 d. 2 d. D d. P d. i
I 23 i7 2351 97 11437 281 15193
23 47 53 6361 113 33g1 || 223 18287
29 233 59 |r79951 131 263 233 1 3g9
37 223 =3 439 151 . 18 121 239 479
41 13 367 z 2 687 179 : 359 231 503
43 431 83 167 91 383 — —
‘ i

On ne connait aucunr nombre parfait impair; mais on peut
démontrer qu'il n'existe pas d’autres nombres parfaits pairs
que ceuz qui sont renfermés dans la formule d&’ Fuclide {1).

En effet, soit
no=o%bBey..

st nest un nombre parfait, on aura

21 BBy L% ) (1= b DB (e T
ou bien
bBey... | i
b?'cY...—‘r;c{—l—;l — b =B (e YL

Mais le second membre étant entier, il en est de méme du pre-
mier membre, dont le second terme prend la forme b¥cv....
Par conséquent, le nombre des termes du second membre

B+ (y+r1)...

doit se réduire & deux, comme le premier; ainsi, =1,y =0,
8=o0,..., etl'on trouve n = 2%b.
Les nombres parfaits actuellement connus correspondent a la

Sformule
E,=a¢-t(aP—1),
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pour les valeurs de p
2,3,5,7.,13, 17,19, 31, Gr.

L’é¢tude des nombres parfaits semble archaique, comme celle des nombres
aliquotaires et des nombres amiables, dont nous parlons plus loin. Mais
on ne doit pas oublier qu’elle a donné naissance aux principaux travaux
de Fenyar et, par suite, a I'Arithmétique supérieure. Au scjet des nombres
parfaits impairs, DescaRTES écrivait a Frimicie, le 20 décembre 1638 -
« ...et jene sais pourquoi vous jugez qu’on ne saurail parvenir par ce
moyen & invention d’un vrai nombre parfait ; que si vous avez une démon-
stration, javoue qu'elle est au dela de ma portée et que je estime extré-
mement; car, pour moi, je juge qu'on peul trouver des nombres impairs
véritablement parfaits, » (Voir n® 229, Ex. V et V1)

Il reste donc & étudier la nature des nombres {27 — 1) pour les
valeurs

87, 71, 89, ror, 103, 107, 109, 127, 137, 139, 14y, 157,
163, 167, 173, 181, 193, 197, 199, 227, 229, 241, 257;
cependanl, nous pensons avoir démontré par de trés longs caleuls

qu'il n’existe pas de nombres parfaits pour p —= 67 et p — 8g.

Dans la Préface des Cogitata physico-mathematica (Paris,
1644), Mersense affirme que les nombres parfails corrcspondent,
en dehors des valeurs précédentes, & p == 67, 127, 257, et qu'il n’cu
exisle pas d’autres pour p <7 257; cependant, il ne donne pas la
valenr p = 61. Quoi qu'il en soit, il résulte, de ce curieux passage,
que MersENNE élait en possession d’une méthode importante dans
la théorie des nombres premiers; mais cette méthode ne nous est
pas parvenue.

Aprés avoir traité des nombres aliquotaires et des nombres amiables,
MERSENNE ajoute :

« Ubi fuerit operz pretinm advertere XXVIHI numeros a Petro Bungo
pro perfectis exhibitos, capite XXVIII, libri de Numeris, non esse omnes
perfectos, quippe 20 sunt imperfecti, adeunt solos octo perfectos habeat,
videlicet

6,

28,

496,

8128,

335 50336,

85808 69036,

13 74386 91328,

2305 84300 8t3gg 52728,
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qui sunt ¢ regione tabula Bungi 1, 2, 3, 4, 8, 10, 12 et 29; quique soli
perfecti sunt, ut qui Bungum habuerint, errori medicinam faciant.

» Porrd numeri perfecti adeo rari sunt, ut undecim dumtaxat potuerint
hactenus inveniri; hoce est, alii tres a Bungianis differentes : neque enim
ullus est alius perfectus ab illis octo, nisi superes exponentem numerum 62,
progressionis duple ab 1 incipientis. — Nonus enim perfectus cst potestas
exponentis 68 minus 1. — Decimus, potestas exponentis 128, minus i,
-— Undecimus denique, potestas 258, minus i, hoc est potestas 257, unitate
decurtata, multiplicata per potestatem 236.

» Qui undecim alios repererit, noverit se analysim omnem, qui fuerit
hactenus, superasse : memineritgque interea nullum csse perfectum a 17000
potestate ad 32000; et nullum potestatum intervallum tantum, assignari
posse, quin detur illud absque perfectis. Verbi gratia, si fuerit exponcns
1 050000, nullus erit, numerus progressionis duplae usque ad 20goooo, qui
perfcetis numeris serviat, hoe est qui minor unitate, primus exstal.

» Unde clarum est quam rari sint perfecti numeri, et quam merito viris
perfectis comparentur; esseque unam ex maximis totins Matheseos difti-
cultatibus, prescriptam numerorum perfectorum multitudinum exhibere;
quemadmodum et agnoscere num dati numeri 15, aut 20 caracteribus
constantes, sint primi necne, ciim nequidem s@culum integrum huic exa-
mini, quocumque modo hactenus cognito, sufficiat. »

209. Tables de la somme des diviseurs. — Evrer a donné une
Table de la somme des diviseurs des premiers nombres (). En
désignantla somme des diviseurs de n par s (n), on a, suivant une
remarque de Descarnres, pour des entiers @, b, c. ..., premiers
entre eux deux a deux,

v{abe.. ) =c{a).c(b).z(ec)...;

en désignant le nombre des diviseurs de n par v (r), on a aussi,
dans les mémes conditions,

viabe...)—=v(a).v(b).v{cr. ...

[.a Table d’'Eurer donne o{a), o(a®}, d{a® , ... pour Lous
les nombres premiers jusqu'a 1000, et les sommes ¢ sont décom-
posées en leurs faclcurs premiers. En outre, elle contient, pour
les plus petites valeurs de a, les sommes o' (a*) pour de plus grandes

valeurs de a el ainsi pour ¢ == 2, jusqu’a o == 36. Ainsi ces Tables

(') EvLen, Op. Arith. Coll., 1, p. 10}-109 et 1}7.
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donnent, pour diverses valeurs de @ et de @, les décompositions
en facteurs premiers de nombres appartenant a la forme (a*—1).

Dans l'opuscule Observatio de summis divisorum, qui con-
tient des recherches trés intéressantes sur la partition des nombres,
Eurer donne encore le Tableau de la somme des diviseurs des
cent premiers nombres.

Ces Tables ont été étendues par Rruscurr el surtout par Lannry
qui a donné toutes les décompositions de (222 1), jusqu’a o < 64,
en exceptant le seul nombre (26 —+ 1), Depuis, M. L Lasseur a ap-
phiqué une nouvelle méthode de décomposition des grands nombres
en facteurs premiers, dont on retrouve l'origine dans la correspon-
dance de Fermat. En se servant de I'identité d’AvriFeviiLr

nba+2 L — (.22724—1 S Las Y (’22n+l Lt N PR
tl a reculé considérablement les limites des Tables précédentes.

210. Nombres aliquotaires. — Onappelle nombres aliquotaires
les entiers qui ont un rapport simple avec la somme de leurs par-
tiesaliquotes (n° 15). Autrefois, on appelait nombre abondant un
entier plus petit que la somme de ses parties aliquotes, et nombre
déficient un entier plus grand que cette somme.

Sapposons que I'on veuille trouver des entiers qui soient sous-
doubles de la somme de lears parties aliquotes, c’est-a-dire tels

que 'on ait
F(n)=13n;

st 'on prend pour n la valeur n==2%bed. .., dans laquelle b, c,
d, ... sont des nombres premiers impairs, inégaux deux a deux,
on devra poser

(22— (b 1) (e + ) {d+1)... =3.2%bed. . ..
Cette ¢quation est impossible pour « .1, car on en conclurait
(b+1D)(c—1p{d—+1...=2abed...;

et, puisque b, ¢, d, ... sont impairs, le nombre des facteurs, pre-
miers et 1mpairs, de n se réduirait & un seul, &, d’ol 'on tirerait
O = 1. Dc méme pour = = 2, on aurait

70+ e+ (d+1)... =126cd. . .;
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donc, en supposant & — 7, I'équation serait impossible par con-
gruence pour le module 8.
En supposant @ — 3, on aura

S+ (c-+-D(d+1)... =8bed. ...

d'ou & =5, ¢ = 3; alors n ne peut contenir plus de denx facteurs
premiers et impairs ct I'on a

n—23.3.5=120.

En supposant « — 4, on est conduit 3 une impossibilité de con-
gruence suivant le module 32 ; mais pour a : - 5, on trouve 'unique

solution
n=25.3.7 = 672.

Les hypothéses o - - 6 et = =7 conduisent & des impossibilités
par congruences suivant le module 2%"*; mais, pour 2 =38, on

trouve
n—at5.7.19.37.73.

En poursuivant cette recherche, on trouve les nombres suivants
gui sont sous-doubles de¢ leurs parties aliquotes

&

23 R

L

o -,
2% 5. 7.19. 37. 73,
29 .3.11.31,

213.3 11.43.127,

alv 5, 2.19. 3r.151.

Ces nombres se trouvent dans les écrits de Descarres et de Fer-
MAT, €t, puisqu’on n'y en rencontre pas d’autres, il est probable
que leur méthode de recherche ne différait pas de celle que nous
venons d’exposer.

Pour trouver des nombres sous-triples de leurs parties aliquotes,
on peut employer 'une des propositions suivantes, faciles a dé-
montrer :

[. Si un nombre est un sous-double et n’est pas divisible par 3,
son triple est un sous-triple.

II. 51 un sous-double est divisible par 3, sans 'étre par 5 et
par g, le produit du sous-double par 45 est un sous-triple.
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H1. St un sous-double est divisible par 3, sans I'étre par -,
9 et 13, son produit par 3.7.13 est un sous-triple,

Ainsi, ontrouve en particulierles sous-triples 25.33.5.~ == 30240
et 22.32.5.7.13 = 32760, qui ont été¢ donnés par Descartes.

Ezemple I. — Vérificr que les denx nombres suivants, qui ont été indi-
qués par FERMAT, sont des sous-quadruples

27 345 . 7 L1r% 17000,

210.3%.5 . 72.112.19.23. 8q,

217.5 .72.13 .192.37.73 . 127,
2%0.33 5 | 7?.13?.!9.3.1. 61.127.337.

Ezemple I]. — Vérifier que les deux nombres suivants, qui ont été indi-
qués par FErMAT, sont des sous—quintuples

Soovrr13%172.31.41.61.241.307.467. 2801,

2%3.37.5
53

2%7.35.5%.7 11.132,19 .29.31.43. 61.113.127.

Fzemple I11. — Vérifier que les sommes des diviseurs des cubes de 7 et
de 751530 sont des carrés parfaits.

Ezemple IV. — Trouver des nombres qui surpassent de deux unités
la somme de leurs parties aliquotes.

Si (27 +-1) est premier, ce qui nécessite que » soit une puissance de 2, le
nombre

an—1 (an )

posséde la propriété énoncée, et ainsi, par exemple, pour 2 = 2, 4, 8, 16.

Exemple V. — Démontrer que le plus petit nombre abondant et jm-
pair est 33.5.7q.

211. Nombres amiables. — On appelle ainsi un groupe de deux
nombres tels que chacun d'eux soit égal 2 la somme des parties
aliquotes de I'autre, de telle sorte que si p et ¢ désignent ces deux
nombres on a

s(p)=c(q)=p—+gq-
Pour trouver des couples de nombres amiables, on peul supposer
p =2"a, q = a%bc,
@, b, ¢, étant premiers impairs; par suite,

(2t — (@ +1) = (201 — ) (& +1) (e+1) = 22{a + be);
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d'ou l'on tire
a=bc+b+ec,
et, en ¢liminant «,

(b—2r+t1)(c—2741) = 2,
Donc, pour o << 1, on en déduit

b =% — 14 gn—u
€ = 2% — [ 4 R+

@ = (2% [)2otn—__ |

avec les conditions que @, b, ¢ soient des nombres premiers; par
suile, o est impair, sans cela a serait composé.
Pour « =1, ontrouve une premiére forme de nombres amiables,
en supposant
a =322 1.,

b =23 jan—1
=3 2% —q.
S1 U'on donne A £ les valeurs successives 2, 3, 4, . .., en ne con-

servant que celles pour lesquelles a, b, ¢ sont premiers, il reste
les trois solutions

| ,
n a. b ¢ p- 7
2 71 5 11 284 220
4 1151 23 47 18416 17200
7 73727 1Gi 383 | 09437056 9363584.
\

M. Lr Lasseun a constaté qu’il n’existe pas d’autres couples de
nombres amiables de cette forme pour n <7 35.

On ne peut supposer « = 3; car, dans ce cas, un des nombres
b ou ¢ serait une différence de deux carrés; il reste a étudier les
cas de =15, 7, ..., ce qui parait assez difficile.

Evien a donné une table de 61 couples de nombres amiables;
nous citerons, cn particulier, les deux nombres impairs

35.7%.13.19.53.6959 et 3%.727.13.19.179.2087.
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912. Ordre et genre des nombres composés. — Nous dirons que
{’ordre d’'un nombre composé est égal a la somme des exposants
des facteurs premiers qu’il contient; ainst 1 est de l'ordre o; toul
nombre premier est de lordre 15 le produit de deux nombres pre-
micrs égaux ou inégaux est de 'ordre 2, et ainsi de suite. On peut
d'ailleurs généraliser cette notion et remplacer les nombres pre-
miers par un systéme quelconque d’entiers premiers deux a deux,
en nombre limité ou illimité. 1l est d’ailleurs évident que P'ordre
d'un produit est égal & la somme des ordres des facteurs.

On peut se borner & ranger les nombres en deux groupes, el
nous dirons qu’un nombre est du genre o ou du genre 1, sulvant
que son ordre est pair ou impair; ainsi, le genre d'un nombre
quelconque s’obtient en prenant le reste du nombre qui repré-
sente I'ordre par le module 2. On comprend que I'on pourrait
ranger les nombres en 3, 4, ... groupes, en prenant les restes
de Uordre suivant le moduole 3,4, .... Mais, pour ce qui va
suivre, nous nous bornerons a la répartition des nombres en deux
groupes.

Soit un polyndme

AN=—ay+a+—ag-+... .+ dy,
composé de (x 4 1) termes quelconques, positifs ou négatifs, mais
non nuls; désignons par posA la somme des lermes positifs et

par négA, la somme des termes négatifs, pris en valeur absoluc,

on a évidemment
posA —+ négA — \.

Considérons un second polynéme
B=by+ by+by—...+ b,
nous aurons, avec dcs notations analogues,
posB + négB = B;

faisons le produit du polynéme A par les termes successifs du po-
lynéme B, nous obtenons un polynéme contenant des termes tous
dissemblables, en nombre (z 4 1) ( 4+ 1); désignons par posAB
et négAB les sommes des termes positifs et des termes négatifs
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du produit AB, on trouve facilement, par la régle des signes, les
formules ()

posAB = posA posB + négA négB,

négAB = posA négB + négA posB.

On a donc I'identité (2)
(1) posAB -+ :négAB = (posA +enégA)(posB +enégh),

dans laquelle on remplace, dans le second membre développé,
2 par 1, en égalant ensnile les coefficients de ¢ el les termes qui
ne le contiennent pas. Il est facile d’élendre cetie formule d un
nombre quelconque de polyndmes A, B, G, . ... 5i l'on remplace ¢
par 1, l¢ premier membre et chacun des facteurs du second
membre de I'identité (1) représentent les sommes des termes du
produit ABC... et de chacun des factenrs; si 'on remplace e
par — 1, le premier membre ct les facteurs du second représentent,
pour chacun, la somme des termes posttifs, dinimuée de celle des
termes négatifs. En particulier. st Fun des facteurs est nul, 1l en
est de méme du produit.

Au lieu de supposer que pos A et nég A représentent la somime
des termes positifs et celle des termes négatifs, pris en valeur
absolue, on peul supposer que ces symboles représentent respecti-
vement le nombre des termes positifs et celun des termes négatifs
Videntité (1) subsiste encore. Si l'on remplace ¢ par 1, le premier
membre ct chacun des facteurs du second représentent les nom-
bres des termes du produit et de chacun des facteurs; si on rem-
place & par — 1, le premier membre et les facteurs du second re-
présentent, pour chacun, le nombre des termes positifs, diminué
du nombre des termes négatifs. En particulier, si I'un des facteurs
a un nombre égal de termes positifs et de termes négatifs, il en est
de méme dn produit. Ce cas se présente pour les polyndmes
alternés d’indice « impair; mais, si tous les polynémes alternés
sont d'indice pair, le nombre des termes positifs. diminué du
nombre des termes négatifs, est égal @ 4-1 ou & — 1, survant que
le premier coefficient @y, by, ¢g, - .. de chacun des facteurs, et
celui du produit ag by, . -+ esl pair ou impair.

1

(') Ces formules sont analogues a celles qui donnent cos (a4~ ) et sin(a@ + &).
{#) Cette formule est analogue a la formule de Morvne.
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213. Classifications des diviseurs. — Soit un nombre quel-
conque n=a*bBc¥..., décomposé¢ en ses facteurs premiers. Si

nous POSOI]S

A=1+a+a?i ... - a?,
B=1-i-b6-+ 0624 ...+ bB,
C=1—+—e4c2~+ ... — ¢,
nous avons vu que le produit ABC... donne tous les diviseurs
de n; leur somme est égale au produit ABC.... et leur nombre

est (w4 1)(P-+1){y-+1)..
Posons maintenant

ATl —a+ at—. . —{—a)
B oot — b4 b2 o (— BB,
C=1—ec4+ec2- .. 41 ),

tes termes positifs du développemcent du produit A'B'C'. .. cou-
iiennent un nombre pair de facteurs et sont du genre o; les termes
négatifs contiennent un nombre impair de facteurs el sont du
genre 1 en les désignant respectivement par 8, ¢l par 8,, ona donc

=8+ 28;— ABC. ..
58— 23, = A'BC...;
d’ailleurs, on a
T — it 11— @)t

A.—:4—‘—7 Al —

I—a 14 a

D’autre part, le nombre des diviseurs 8, diminué da nombre
des diviseurs &,, est égal 4 o ou & 1, suivanl que le produit
(e 4+D(P+0(y+1)...y qui représente le nombre des diviseurs,
est pair ou impar.

On peut se proposer de répartir cn deux groupes tous les divi-
seurs d'un nombre n, qul sont les multiples d'une partie aliquote
d de n. Soit d = a¥bFcY'. . . ; tous les multiples de d, diviseurs de 7,
s’ohtiennent en multipliant d par tous les diviseurs de (n:d); si
donc, dans les formules précédentes, on diminue respectivement
les exposants a, B, v, ... de o, #, ¥, ..., on obtient pour &, et &,
les diviseurs de n, multiples de ¢, qui sont ou ne sont pas du
genre de d.
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On peuat répartir les diviseurs d’un nombre suivant une autre
méthode, en groupant tous ceux qui donnent le méme résidu pour
un module donné; mais cette classification reposc sur la théoric
des racines primitives, que nous exposons plus loin. Nous nous
bornerons & la répartition des diviseurs d’un nombre impair par la
considération des modules 4 et 6, et nous supposerons que, dans
le second cas, le nombre considéré n’est pas divisible par 3. Dési-
gnons par A’ le nombre A ou le nombre A’ suivant que a est
congrua -1, oui — 1, pourlemodule 4 (oupour le module 6) et de
méme pour tous les autres facleurs premiecrs; désignons par f, el
par f, les diviseurs du nombre qui sont congrus & -1 ou a — 1,
pour le module considéré ; on aura alors

oy ULEf.*ABC
Sfo- Sfi= ATB'CL

par addition et par soustraction, on en déduira les sommes des
diviseurs f, et f.

214. Théoréme de Dedekind. — Nous nous servirons des résul-
tats qui précédent pour établir plusieurs propositions importantes
de M. Depexanzp. Soit n == a%&Bcv... un vombre décomposé, el
considérons le développement

n .
—— (I =) e
abe. .. ) /

désignons par 6, et ¢, les diviseurs qui sont du méme genre Gue

I ce produit est ¢égal a 26, — g, .

Soit & une partie aliquote de n; nous formerons Lous les &, ct
tous les 6, qui sont muluples de . On observera que les 8, et
les 8; sont les multiples de a*~'d8~7¢v~1...; par conséquent, si
ces diviseurs sont aussi des muliiples de 8, ce sont des multiples
du plus pelitcnmultiplc de ¢ et de (n:abc..l). Soit M ce phus
petit comultiple; on aura

M = a* bt ..,

les différences o — o', B — @', v — ¥'. ... sont nulles ou égales i 1

mnais Pune d'entre clles, au moins, n’est pas nulle, puisque Pou
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suppose 5 < n. Désignons par o', 4', ¢/, ... les nombres premiers
pour lesquels cette différence n’est pas nulle; les divisears §, et &,

qui sont des multiples de 8, sont donnés par le développement
| P s P PP
EM—ahe bV —c. ..

Par conséquent, les diviseurs 8, et &, sont en méme nombre.
De 1a ce théoréme : Si 3 désigne une partic aliquote d'un
nombre n = a*bdcy. .., les diviseurs de n, multiples de ¢ et de
niabe...), se partagent en deux groupes également nom-
breux, suivant qu'ils sont ou ne sont pas du genre de 3

On déduit de ce théoréme diverses conséquences. Considérons,
par exemple, la fonction G (n) définie par la relation

(1) F(n+4-F{d) - F{dy)+... + F(n)=G(n),

dans laquelle le premier membre s’applique a tous les diviseurs
de 75 on en dédurt la formaule inverse

(2} Fin; - 2G(8)—2G(d;),

dans laquelle le signe de sommation du second membre se rap-
porte a toutes les valeurs de g, et de 8, que nous venons de dé-
finir. En effet, s1 on remplace dans le second membre de 1'équa-
tion (2) chacune des valeurs de &, et de ¢, par la somme des
valeurs de I' qui correspondent a tous les diviseurs & de é, ou de &,
el si l'on fait la somme des égalités obtenues, tous les termes s’an-
nulent deux par deux, & I'exception de F (n).

Supposons, par exemple, que 'on veuille déterminer I'expres-
ston de la fonction ¢ (n) d’aprés la propriété donnée

(3) (1) Fgld)+old:) ... +9(n)=n;

il nous suffit de supposer G (n) = n, et par suite, d’aprés (2
PP Uy ) P , dap )

(4) ¢(n) = E8— X6, = (a—l Ho—1)(e—n....

abe ...
Ainsi les formules (3) et (4) sont inverses 'unc de Pautre; et
Pégalité (3) caractérise la fonction 9(n) de n que 'on appelle I'in-
dicateur de n (voir le Chapitre Sulvant}.

Si l'on remplace dans la formule (1) le signe d’addition par le
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signe de multiplication, on dédunit de méme la formule inverse

MGi3y)

F(Il) = I——IG(ai)o

Prenons pour exemple la fonction arithmétique F(r) telle que
cette fonction soit égale a p pour n premier ou égale & une puis-
sance d'un nombre premier, et égale & 1 lorsque n est divisible par

plusieurs nombres premiers différents; on aura évidemment

F(l).F(dl).F(dz)- . -F(dn) =n.

215. Théorémes de Liouville et de Lejeune-Dirichlei, — Dési-
gnons par z un nombre entier et positif, par f(x)et g(z) deux
fonctions de , et posons

Flry=/ i) —f(2) = f(3)+.. .+ f(x),

(1 .

) ! G(r)—g\l)-f—g(z)—~ (3) -+ g (@),

Sia, b, ¢, ..., désignenltous les diviseursde «, lesnombres = = i ’
7 ... représentent tous ces diviseurs dans un autre ordre. On a

donc l'identité

sty (%) aors (3] +eer(2)
o
2)

o
|

| = fla)s (ﬁ) +~flb)g ( ) +fw>é'(

Donnons successivement 4 z les valeurs 1, 2, 3, ..., » et fai-
sons la somme des égalités obtenues. Dans la somme des premiers
membres, on trouve g(p) pour toutes les valears de z

po2p, 3p, . qpp,

en désignant par g, I'entier de (n @ p). Par conséquent, le cocfti-
cient de g(p) dans la somme des premiers membres est F (g,).
On a done

gIF(g+g(2)F(ys)+... = g(n)F (gn),
=) G{q1) +F(2)G(g2) —...~ f(n)G(qn)

o
(&3]
e

Soit, par exemple, g'2) =1 et G{r)=x, alors

(4) Flg)+F(gy) . . =Flgn)=qf()+gof(2)+...oqufin)
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En supposant f(2) = «, la formule (4 ) donne, en désignant Lou-
jours par 5{n) la somme des diviseurs de n,

{5) S()+6(2 ...+ 3(R) =g+ 2g3+...+ngy,;

nais, en général, pg, est le plus grand multiple de P qul ne sur-
passe pas n; on a donc cette proposition ; La somme des diviseurs
des n premiers entiers égale la somme des plus grands multi-
ples de ces nombres qui ne surpassent pas n.

La relation (5) peut s’écrire autrement; si I'on pose
U S S s 2
et si 'on remplace pg, par n — r,, on obtient
s+ o6(a)+. .. 5(n) - (ry +ry+... + Fy) = nt.

Done, la somme des diviseurs des n premiers entiers, augmen-
tée de la somme des restes que l'on obtient en divisant n par
tous les entiers qui le précédent, est égale au carré de n.

Enfin, s1 dans la formule (4) on suppose f{z) =1, on en déduit
que le nombre des diviseurs des n premiers entiers est égal o la
somune des quotients de n par les n premiers nombres.

Ezremple f. — Démontrer les formules

g+ g v gl = (2P =) g+ (3™ — a2y gy

L L4 Lo qi~—q'—?w—i’i'/-—...,

g\ g2 In .2 2.3 3-4
S U S o9 93
Gi+1 g1 T gu 1.2 2.3 3.4 ’

M- M+ Mn=n 4+ (A —1)(q1— Agy = A2gz +...).

Un remplace ¥(x) successivement dans la formule (4) par

i 1
zm, —, —y  AX
x' &+,

On trouvera d’autres formules en remplagant F(z) par

1

AR et z(x-+1)..(x+A).
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Ezxemple Il. — Démontrer les formules
. 2)72 3\ 73 4 i
F1Gags+--Gn = <-l- (5> (;)
I+ g)(1+g9). .. (14 gp). .. =20~ D30: 4. . ..

On substitue & Pidentité (2) unc autre identité dans laquelle les signes
-+ sont remplacés par les signes > ; la multiplication des égalités obtenues
donne lidentité

E(Fig) g2 Flg) :f(]_}G[’th(').)G(qn). Ll
on remplace ensuite G(z) par = et F(x) par x, par (I+.2), ....
Le lecteur trouvera un grand nombre de formules analogues aux précé-

dentes dans lintéressant Mémoire de M. E. Cksaro, qui a pour titre ;
Excursions arithmétiques & Pinfini. Paris, 1885.
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CHAPITRE XXII.

DE L’INDICATEUR.

216. De l'indicateur. — On appelle /ndicateur d'un entier positis
donné n (1), le nombre des entiers de la suite

o2, 3, ... R,

qui sont premiers & n, et 'on désigne cette fonction numérique par
z(n). Puisque le nombre 1 est premier & lui-méme, son indica-
tenr est 1; on a, pour les premiers nombres,

el =1, s{r)=1, (=2 o4 —2 8)=4
Si « désigne un nombre premier, on a évidemment
g(a)=a—1,

el 'on observe que cette formule serait en défaut si 'on considé-
rait 1 comme un nombre premier, tandis qu’il est essentiel de sup-
poser (1) =1, ainsi qu'en le verra plus loin ().

Pour qu’un nombre soit premier & 7, il faut et 1l suffit qu'il ne
contienne aucun des facteurs premiers de n; par suite, si l'on re-
tire, de la suite donnée des n premiers nombres, tous les termes
gui conliennent au moins un facteur premier de n, les autres termes
représenteront les nombres premiers a 7. Supposons d’'abord que
n ne contienne qu’un seul facteur premicer @, élevé dune puissance
quelconque ; les nombres entiers jusqu’a 2, non premiers a n, sont
les multiples de a

/n n
a, 2a, 3a, ..., =) en nombre —,
a

(') M. SyLvESTER a donné a cette fonction numérique le nom de fotiens, el
I’a désignée par t(n). Le mot indicateur a ¢té employé par Cavcay.
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et les autres entiers, premiers 4 n, sont au nombre de

Supposons maintenant que 2 contienne deux facteurs premiers
a et b, élevés a des puissances quelconques; les nombres non pre-
miers a n sont les mulliples de @ ou de b, c’est-a-dire

a, 2a, 3a, ..., (ii)a, en nombre—z;
‘n n
b, ab, 36 ..., (\5) b, » %

mais, dans ces deux suites, il existe des nombres égaux, mulu-
ples & la fois de @ et de b, et par conséquent de leur produtt ab.
Ainsi, les nombres comptés deux fois sont
/o n
.ab, 2ab, 3ab, ... | —) ab, en nombre — ;
’ ab wb

done, les nombres de la suite de 1 & n, qui ne contiennent ni &,
ni b, c’est-a-dire ceux qui sont premiers i n, sont en nombre

/

/ I / [N
e R IR (S A

En continuant ainsi, on arrive a démontrer que, si p.ne conticnt
que les facteurs premiers a, b, ¢, ..., , inégaux deux 4 deux, ona
pour l'indicateur I'expression donnée par Eveen (1)

/ N/ [ /

G I R G

I reste & montrer que cette loi, trouvée par induclion, est géné-
rale. Nous observerons d’abord que, si 'on désigne parg un nombre
premier & 1, le nombre des enticrs premiers & n dans la suite des
¢n premiers nombres est g% (n), puisqu’en divisant tous ceux-ci
par r, on reproduit ¢ fois la suite des » premiers nombres.

() EvLER, Theoremata arithmetica rove methodo demonstrata (Comim. rov.
Acta Petrop., t. VITI, p. 74). — Speculationes circa quasdam insignres propric-
tates numerorum ( Acta Petrop., t. IV, p. 18).
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Soit done N le produit par n d'une puoissance quelconque d'un
nombre premier L qui ne divise pas n. Les nombres de la suite des
N premiers entiers qui sont premiers & 7 est

‘ j (rn)
{2) ncp

Mais, pour obtenir les nombres de la série des N premiers en-
tiers, qui sont premiers i N, c’est--dire an et a L, il faut dimi-
nuer I'expression préeédente du nombre des termes de la suite des
N premiers, qui sont divisibles par L, et premiers & n; les nom-
hres divisibles par L sonl

L, aL, 3L, ..., (‘N)I,,

et pour qu'ils soient premiers a n, il faut et il suffit que leurs coef-
ficients

1, 2. 3, ... -3
soient premiers & n; or, d'aprés la formule (2}, ils sont en nombre

N
nk (n);

donc le nombre des entiers inférieurs et premiers a N est

’est-a-dire

¢ =N{i—5)(i—g) (=1 (=)

N 4 N

la formule (1) est done générale. On peut 'écrire encore sous 'une
des deux formes

s(n) = ad—1bf-1eY-1, (@ —1)(b—1)(c—1\...

Pri=n— ¥ 2+ ¥ ¥ D

Ezemple I, — Vérifier par la formule d’'EviLer que, sip, ¢, r, ... dé-
signent des entiers premiers deux a deux, on a

ou

w(pgr.d=v(p).olg). olr)....
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Ezxemple II. — Démontrer directement, ou vérificr que U'indicateur d’un
entier plus grand que 2 est toujours pair.

Exemple III. — Démontrer directement, ou vérifier par la formule d'Ku-
LER, les relations
v(fn) —20(2n),

e(dn -2)= g(an-1),

Ezemple IV. — Le nombre des fractions irréductibles plus petites que 1
ct dont le dénominateur est » est égal & o{n).

Lremple V. — Le nombre des fractions trréductibles qul ne surpas-
sent pas 1 et dont le dénominatcur ne surpasse pas n est égal &

Spo(ni=1—e(1) to(2)+...ro(n).

On peut simplifier le calcul de % en se servant du théoréme sur Pindica-
tear da double d'un nombre (Ex. 7).

Ezemple VI. — 8i a désigne un nombre premier et  un entier quel-
conque, e nombre des entiers premiers a @, qui ne surpassent pas r, est

.n
n—HK -.
@

ExempleVII. — Siaet b désignent deux nomhres premiers diillérents et
7 un entier quelconque, le nombre des entiers premicrs a ¢ = @63, qui ne
surpassent pas », cst
n_Ef_Ef+E_ﬁ .
a b ab
Ezemple VIII. — Trouver la somme des entiers inférieurs et premicrs
d n. — En supposant n > 2, si ¢ est un nombre premier A n, il en est de
méme de (7 — ¢), son complément & n; d’ailleurs pour 2 pair et > 2, le
nombre 1 2 n’est pas premier & . Donc les cntiers inférieurs et premiers
a r se rangent en deux groupes complémentaires pour former la somme n
Ainsi, la somme cherchée est le produit de n par la moitié¢ de son indica-
tcor.

Exemple IY. — Si A, désigne la somme des p'™* puissances des entiers
inférieurs et premiers a n, ou des produits p & p des mémes nombres, on
a lidentité symbolique

Avde{n — A)p, { Cesaro.)

Exemple X. — Trouver la somme des puissances semblables des
nombres de la suite 1, 2, 3, ..., &, premicrs a 2.



394 LIVRE TIl. — LA DIVISIBILITE ARITHMETIQUE.

Soit € un diviseur de x; on a la formule (n°134)

( n__ RBn
pR—t g gn—1 . .. (.’):‘——|\,n—1r-_r\:_=(x+B) B ;
. n
N =) n—(dB)"
12—l gn—1_ .—-—(:E—-I) u_‘b(f_‘i,aj,BL(—d.)_;
d / ndn

N

par un procédé analogue a celui qui conduit a l'¢valuation du nombre
g(r), on trouve, en désignant par %, la somme cherchée, et par
x = a*bBev. .. le nombre donmé, la formule

n¥, 2w ir-+ Qy— Qnr,

en supposant les nombres Q liés aux nombres de BERNoOULLI par les éga-
lités .
Qu =Byt —a=N {1 —br1i{1—er1). ..,

=3 )=

Ainsi, en particulier, s1 I'on désigne par =(z) le produit des facteurs
a, b, ¢, ..., de x, pris avec le signe + ou le signe —, suivant que leur

nombre est pair ou impair, on a

28— xg(a),
3%, —

YSy=xg{x)[x®~+ nwlx)]

olz)|z?+ g m(2)].

Par les formules de NewTox (n° 131), on déduira les sommes des produits
deux 4 deux, trois a trois, ..., de tous les nombres inférieurs et pre-
miers 4 @ ( Nouvelles Ann. de Math.; o série, t. XVI, p. 157).

217. Table des indicateurs. — La connaissance de l'indicateur
d’un nombre est d’une extréme importance pour les recherches
ultérieures; il nous parait donc indispensable dedonnerles diverses
valeurs de ces nombres. Le Tableau suivant contient, dans une
premiére colonne, les valeurs de I'indicateur depuis 1 jusqu’a 100;
fa seconde colonne n contient tous les nombres qui correspondent
a cet indicaleur; la troisiéme colonne . contient le nombre des
valeurs de 2 qui correspondeot a l'indicateur. On remarquera la
discontinuité des valeurs de l'indicateur, car il n’existe aucun
nombre # dont U'indicateur ¢ (n) soit égal & I'un des nombres

14, 26, 34, 38, %0, 62, 68, 74, 76, 86, go, 94, 08.
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Table des nombres qui correspondent & un indicatewr
donné jusqu'd 100.
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#(n) n. .
1 1, o2, . 2
2 3, 4, 6. . 3
4 5, 8, 10, 12. . 4
6 7, 9, 14, 18. . 4
81 15, 16, 20, 24, 3o. 3
10 TL, 22. . . ) 2
12 | 13, 21, 26, 28, 36, 42 6
16 17, 32, 34, jo, 4%, B6o. 6
18 | 19, 27, 38, 34. . 4
20 23, 33, 44, 50, 66. 3
22 23, 46. . . . . . . 2
24| 35, 39, 45, 32, 56, jo, 72, 78, 84, go. 10
28 | 29, 358. . . : . 2
30 | 31, 6a. . . . - . 2
32| 5r, 64, 68, 8o, g6, 102, 120, . T
36 | 37, 57, 63, 74, 76, 108, 11§, 126. . . 8
40 4v, 55, 75, B2, 88, 100, 110, 132, 150. 9
42| 43, 49, 86, o8. . 4
44| 69, 92, 138. . 3
46 37, 94. . . 2
48 | 65, rof, 103, 112, 130, 140, 144, 156, 168, 180, 2710. 1
52 | 53, 106. . . 2
36 | 81, 162. 2
56 8=, 116, 174. 3
38| 5g, 118. . 2
60 | 61, 77, 93, g9, 122, 124, 15{, 186, 108. 9
64 | 85, 128, 136, 160, 170, 102, 20§, 240. . 8
66 | 67, 134. . 2
70 71, I42. . . . . . . . 2
21 73, o1, 95, 111, 117, 135, 146, 148, 152, 182, 190, 216, | 17

222, 228, 234, 252, 270.
78 70, T38. . . . . . 2
80 | 123, 164, 165, 176, 200, 220, 246, 264, 300, 330. 10
s2 | 83, 166. . . . . S 2
84 | 129, 147, 172, 196G, 258, 204. 6
88 | 8g, 115, 178, 184, 230, 276. 6
92 [ 141, 188, 282 . . ‘ . . . . . 3
96 97, 19, 153, 194, 195, 208, 224, 238, 260, 250, 288, 306, | 17
312, 336, 360, 3go, 420. . . . . .
100 | 101, 125, 202, 250 . 4
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218. Deux extensions de I'indicateur. — On trouve une premiére
extension de l'indicateur dans la solution de la queslion suivante :
Parmi les n termes consécutifs d’une progression arithmétique
dont la raison r est un nombre premier a 7, combien y a-t-il de
termes premiers & n?

Soit @ le premier terme de la progression, nous pouvons rem-

placer les termes de celie-ci
(1) a, a+r, a-+ar, ..., a—(n—nr,

par les restes de leur division par n, car le plus grand codiviseur
de deux nombres cst égal an plus grand codiviseur de I'un d’eux n
et dureste de la division de I'autre par ». Mais on démontre immé-
diatement la proposition fondamentale suivante :

Les restes de la division par n de n termes consécutifs d’une
progression arithmétique dont la raison r est un nombre entier,
premier @ n, sont tous différents et reproduisent, dans un
certaln ordre, les nombres

(=) 0, I, 2, 3. ..., (m—1)

En effet, si (e + hr) et (a+ ki), divisés par n, donnaient le
méme reste, leur différence

(k_h)rf

serait un multiple de », ct puisque » est premier & 7, il diviserait le
nombre (k — £}, plus petit que lui, mais qui n’est pas nul.

Par suite, le nombre des Lermes de la suite (1) qui sont premiers
an, est égal au nombre des termes premiers 4 n, dans la suite ( 2),
et 'on a ce théoréme :

Dans la suite de n termes consécutifs d’une progression
arithmétique dont la raison est un nombre premier & n, le
nombre des termes, premiers a n, est égal & Uindicateur de n.

D’ailleurs, en continuant la progression arithmétique, on retrou-
verail les restes dans le méme ordre. ]

La seconde extcnsion de l'indicateur répond a la solution du
probléme suivant : Parmiles n termes consécutifs d'une progression
arithmétique dont la raison r est un nombre premier a n, déter-
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winer le nombre de ces termes qui ont avec n = dd un plus grand
codiviseur égal 4 d. Par des considérations analogues aux précé-
dentes, on peut remplacer la progression (1) par la suite

I, 2, 3. ..., I;

mais les termes dont il s’agit sont des multiples de ¢ el sont
égaux i
8, 28, 38, ..., dd.

D’autre part, pour que le plus grand codiviseur de A3 ot
de n=d3 soit égal a g, il faut et il suffit que & et d soient pre-
miers entre eux; par suite, le nombre demandé est égal an nombre
des termes de la suite

I’ 27 3‘ A | d’

qui sont premiers a d, c'est-a-dire égal A o(d). Donc, dans une
progression arithmétique de n termes consécutifs, dont la raison
est un nombre premier a n, le nombre des termes qui ont avec
n=ds un plus grand codiviseur égal a ¥ est égal & Uindica-
teur de d.

219. Indicateur d’un produit. — Nousallons démontrer directe-
ment que {’'indicateuwr du produit de plusieurs nombres premieis
entre eux deur & deux est égal au produit des indicateurs des
Jacteurs. Prenons d’abord deux nombres p et g, premiers entre
eux; écrivons, ainsi qu’il suit, les pg premiers nombres, et dési-
gnons (p -— 1) par s afin de simplifier Féeritnre

I 2 ... F/ g
g-+1 g+a2 ... gk ... gHgq
29 +1 2g+2 . . 2g--h .. 2g-+gq
3¢g-1t 3g+2 ... 3g+h ... 3g+gqg
s+t sg4+2 ... sqg+h .. sg+gq.

Pour que I'un des nombres de ce Tableau soit premicr & pg, il
faut qu’il soit séparément premier a p et premier a g. Considérons
une colonne verticale quelconque, celle de rang %; si 7 est pre-
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mier & ¢, 11 en est de méme de tous les termes de la colonne, et
s1 & n’est pas premier & ¢, aucun terme de cette colonne n’est pre-
mier & g. D’ailleurs la premiére ligne horizontale du Tableau con-
ticnt o (¢) nombres premiers & ¢. Mais, chacune des colonnes re-
présente p lermes consécutifs d’une progression arithmétique de
raison ¢ et nous devons y choisir les nombres premiers a p; d’a-
prés la premiére extension de U'indicateur, il y a, dans chacune de
ces colonnes, @ (p) nombres premiers a p; mals, comme nous ne
devons prendre que les colonnes dont le rang est un nombre pre-
mier & ¢, le nombre des termes du Tableau ('), premiers a pg, est

donné par
elpg)=g(p).elq)

Si I'on remplace ¢ par le produit g, les nombres p, ¢, r étant
premiers entre eux deux & deux, on a

e(p.gri—=wl(p). z(gri=eip)o(y)alr)

et cetle démonstration s’applique 4 un nombre quelconque de fac-
teurs premiers entre eux deux i deux.,

On retrouve ainsi une seconde démonstration de la formule
d’Euvrer; car, s1 'on suppose

n—=a*bBey...,
on a, par ce qui précéde,

sln)=o(a%). o(bB). olcY) ...,
et d’ailleurs

glar)y=a%{a—r1), G(bB)= bB-1(H — 1)

par suile,

2 .
i) = Zibé. --:(a-(,(b —1{e—1)....

Considérons maintenant deux nombres p et ¢, contenant les
mémes facteurs premiers a, &, ¢, ..., avec des exposants quelcon-

(') On peut remplacer, & cause de la premiére extension de Pindicateur, le
Tablcau des pq premiers nombres par py termes d’une progression arithmétique,
pourvu que sa raison soil un nombre premier i pg.
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ques, et désignons par ¢ le produit des premiéres puissances de
ces facteurs. On a, par la formule précédente,

~ B ’»/\
Sopip) =poa(dh
N p - ™~
Se(q) =q.9(3),
.

-¢(pg) = pg-¢(o):

(=]

et, par suite,

N
e(pg) =9(ple(g)- ?'('0,3'1)'
Celle formule s’étend a deux nombres quelconques py et ¢y ;
alors & désigne le produit des premicres puissances des diviseurs
premiers communs aux deux facteurs. Plus généralement, dési-
goons par p, ¢, 7, ... des entiers quelconques positifs, par &, le
produit des premiéres puissances de tous les diviseurs premiers
communs & deux quelconques, et non a plus de deux, des nombres
donnés ; par oy le produit des premidres puissances de tous les
diviseurs premiers communs a trois quelconques, et non i plos de
trois, des nombres donnés; el ainsi de suite. On a la formule gé-
nérale
* B0 3 JEf 8 T
o(pgro- ) =9(p)elg).e(r)... S(81) [5(}2—)" ['3&_55] e
D’ailleurs, puisque, pour ¢ > 1, I'indicateur de & est plus petit
que 8, il en résulte que P'indicateur d’un produit de plusieurs fac-
teurs n'est jamais plus petit que le produit des indicateurs des
factcurs. Pour qu'il y ait égalité, il faut et il suffit que les facteurs
du produit soicnt premiers entre eux deux 4 deux.

220. Somme des indicateurs des diviseurs d’un nombre. — Sup-
posons que 'on ait formé, dans Pordre croissant, le tableau de
tous les diviseurs

d’un nombre r, et désignons par
n, d;, dg, d;], ey 1,
les mémes diviscurs dans ordre décroissant, de telle sorte que

Pon ait
th,, =n,
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les nombres d), et 5, étant appelés diviseurs conjugués. Cela fait,
partageons Lous les nombres de la suitc

{1 1, 2, 3, .... n,

en autant de classes qu'il y a de diviseurs de 7. Supposons que la
premiére classe renferme tous les termes de la suite (1) qui sont
premiers & 7; que la seconde classe renferme tous les termes de la
suite ayant avec n le plus grand codivisear 3, que la troisiéme
classe renferme tous les termes de la suite ayant avec n le plas
grand codiviseur 8,, ..., et que la derniére classe conlienne le
seul nombre n ayant avec 7 le plus grand codiviscur n. 11 est évi-
dent qu’un nombre de la suite se trouve dans Pune des classes et
ne se trouve que dans une seule. Mais, d’aprés la seconde exten-
ston de P'indicateur, les nombres des termes de chacune des classes
sont respectivement

oln). o(dyy, ¢(dy). ..., g(1).

ct l'on a cette proposition, due & Gacss (Disq. Arith., n° 39):

La somme des indicateurs de tous les diviseurs d’un nombre
est égale a ce nombre.

A cause de I'tmporlance de la proposilion précédente, nous en
donnerons une seconde démonstration. Nous avons vu (n® 207),
que Pon forme le tablcau de tous les diviseurs dun nombre
n = a*bPc¥..., en prenant les différents termes du produit ABC.. .,
ol 'on a posé

A=1wa+al+ ...~ a¥— . - q2,
Qr

B=1+b4+b2o . 40P o o pB

C=t1dec+e2a ...q e 4o . e

Supposons que I'on forme aussi le produit A B, C, ... dans lequel
on suppose

Ajzmg()+g(a)+. . —ala?) ...+ o{a).
Bi=¢(1) 4+ (&) -~ ...—e-cP(b‘%') 4.+ ;(bﬁ),
Ci=o()+oler +... ol ). —oleh),
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un terme quelconque du premier produit ABC. .. a pour expres-
s10m

t LY
a* b ClL

et le terme correspondant du second produit A, B,C,. . a pour

expression
g(aw) .g(f)ﬁ,:).cp(cyr>. e

ou, par la formule de I'indicateur du produit,
o(a®b® e, ).

Par conséquent, puisque le premier produit donne la somme de
tous les diviseurs de 7, le second produit donne la somme de tous
les indicateurs des diviscurs de 7n; mais on a

A=1+(a—1) +(a—a)+... .+ (a%— ao—1),
ou, plus simplement, puisque les termes se déduisent deux a deusx,
Ay=ar,  Bi=0F ¢ =,

done
i\]Bl Cj_ (ldb‘BCT..

=1

ou, en d’aulres termes, pour tous les diviseurs § de n,

29(8): n.

Réciproquement, toute fonction numérique W, 1elle que Pon ait

Z‘F(S):n,

pour tous les diviseurs d'un entier quelcongue 7, est identique a
Pindicateur (n® 214). En cffet, si Yon suppose successivement,

pour @& premier,
ne=1i.a,a* .. ., a%,

on voit que, pour ces valeurs de n, les nombres W et v sont égaux,
puisque 'on ne détermine & chaque fois qu'une seule valeur de W
par une formule linéaire. Puis, si I'on suppose successivement,
pour « et £ premiers,

n=ab, a®b, ab?, o282 a3 b, a? b2, as b3, ...,
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on lrouve encore W=—=9 pour ces valeurs de n, et ainsi de
suite.

221. Troisidme extension de I'indicateur. — Désignons par ¥ (r)
le nombre des entiers & de la suite

o, I, 2, ..., (n—1),

tels que (A —e,),(h—ey),....(h— ex) soient des entiers pre-
miers & n, en représentant par ey, ¢y, ..., ¢x des entiers quel-
congues. On a, pour deux nombres premiers entre eux, p et g, la
relation

W(p).W(g)=Y{(pg)

Cette relation se démontre, comme la formule de 'indicateur,
pour un produit de deux facteurs premiers entre eux ; d’ailleurs, la
fonction numérique W devient identique a I'indicateur ¢, lorsque

I'on suppose e, =e:=¢;=...=ez=o0.
Cela posé, soient @ un nombre premier et X le nombre des restes
différents de e,, eq, . .., ek, pourle module @; on trouve facilement

U(a)=a— A, et W(ax) = aqe1{a — ).

Supposons maintenant n = a*bBcy. . . ; désignons par b, 1, v, . . .,
les nombres des restes différents de la suite ey, e,, €5, ..., par
les modules respectifs @, &, ¢, . . .; nous aurons

W(n)=a*18f-1cv-1.  (a—2) (b —p)(c—v). ...
ou encore

Un)= (a—A)(b—p)(c—v). ...

n
abe. ..

En supposant ¢, =ey=e3=...=o0,etA=p—=v—...=1.
on retrouve la formule de 'indicateur.
Ezremple I. — Trouver le nombre des termes de la suite
1.2, 2.3, 3.4, ..., n{n-+1).
gui sont premiers i n.
Exemple I1. — Trouver le nombre des termes de la suite
1.2.3, 2.3.4, 3.4.5, ..., n{r=—0(n4+2).

qui sont premiers a n.
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Ezxemple II]. — Trouver le nombre des termes de la suite des triangu-

laires
1.2 2.3 3.4 n{n-4-1)

= - 7 - 3 tr -
P 2 2
qui sont premiers a n.

Ezemple IV. — Trouver le nombre des termes de la suite des pyrami-

daux
A N nin+1)(n-+2)

. 4 _
6 6 "6 ' ’ 6

qui sont premiers a n.

Egemple V. — Soit ¢(a) le nombre des entiers non supérieurs au
nombre a et premiers avec lui, et W(a, r) le nombre des entiers plus
grands que @, premiers avec lui et non supérieurs a4 7, on a les formules
)y ¥,n)+ ¥W(,n)+. . .+¥(n,n)=e(2)+e(3)+...+ e(n),
(2} W(r,n)+2¥W(2,n)+...+(n—W¥W(n—1,n)

=1l2¢(2)+39(3)+...+ne(n)]

En eii'et, la différence
T(a,v)—T(a,v—ri)

a la valeur 1 ou o, suivant que @ et v sont ou ne sont pas premiers entre
eux. Remplagons successivement a par i, 2, ..., (v—1) et faisons la
somme, il vient

a=vy—1

N ¥ia,y) = W(ay—n] = ()

a=1

en remplagant v para, 3, 4, . .., n, et en faisant la somme des égalités obte-
nues, on trouve la relation {1}. On démontre de méme la formule (2), en
observant que la différence

a¥(a,v)y—a¥{a,v—1)

prend la valeur 2 ou o, suivant que a et v sont ou ne sont pas premiers
entre eux (Nouv. Corr. math., t. VI, p. 267).

999 Théordmes de M. J. Hammond. — Par la notation e-Z,

. - x
nous désignerons le nombre 1 ou o, suivant que ~ est oun’est pas

entier. Posons

ax+sx+sx+=x—'—
(1) v{x) = . - 3 e
z x x
—1g - +26— -+ 3 o+ ...;
(2) 3(2) e 2 3
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les fonctions numériques v(z) et s(x) représentent respeclive-
ment le nombre et la somme des diviseurs de «, lorsque 2 désigne
un entier positif, et s’annulent pour # fractionnaire (). S1 & est
égal au rapport de deux entiers positifs, 7 et m, nous obtenons

n n n n
(3) v(— =& — 4 ——4t— 4 ...,
i m 2m Im
7 n n
(4 6~ ) =e—-+ns—= 43— ..
(4) m m 2m 3
Nous avons encore
ny non n n n n
(%) O el B e Sl e S | R
, T m m 2m  2m 3m  3m

cette formule ne différe de la précédente qu'en ce que, dans (4),
les diviseurs du nombre ;%, supposé entier, sont rangés dans 'ordre
croissant, et dans (3) suivant P'ordre décroissant. D’ailleurs les
seconds membres de ces deux formules sont nuls pour% fraction-
naire.

On peut exprimer Uentier de n par m, aumoyen de la formule

7 1 2 3 n
(i) E -=c—vge g, 42,
n nm e n "

(') Lorsque p et g désignent deux entiers positifs, on peut écrire

=1 [14—(‘.053—"234—0% m-f— {70052_(7(/‘%!)}7%];
7 g q q q
par suite
—+ —+
Ej—pzspw(/, 5%‘:5&“
G q a @
On a done
5._—‘?:5&)) EEZI.
q q

Les définitions des fonctions v(z) et o (&) conduisent aux formules

v(i—p)=v(p), s(—p)=rs(p),

et Uon doit considérer les valeurs de v(o) et de ¢(0) comme infinies, comme cela
résulte encore de ce que toul diviseur de — p cst un diviscur de p, et que tout
nombre est un diviseur de o.
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puisque les ¢ da second membre, égaux 4 1, sont tous multiples
de m dans Ia suite des n premiers entiers. IVautre part, tout en-
tier positif 2 est égal 3 la somme des indicateurs de ses diviseurs;
on a donc la formule

. b2 n n ,
{7) :s—l-?(_l)+e ;-g(z)—%sg-tp@)—i-...:

mais on déduit de la relation (6), en remplacant  par n'=n — 1.

.
n n I
ce—==FE »—*-E—;
e m m

par suite, la relation (7) devient

n , n . n . n
=B o—eo(l —E-eg(2)+E o3+ ... +E 2. ormy
2 37 nott
n' n n' n'
—LE—.o()—E Z.u 2)—~FE o3~ —~E S oin,
LB 2 o) — B L
En remplacant successivement pari, 2, 3, ... n, eten fai-

sant la somme des égalités obtenues, il vient
' . n ) n n ) .no
(8) -n(n +1):-‘-‘]L—"\:(l)—l—h-—-0('z)+E—_—-(19(3)'L...—E— t—eo(n).
2 1 ’ 2 3 nott
51 'on remplace n successivement par 1, 2, 3, ..., n dans la

formule {7), on obtient un systéme (A) d’équations linéaires qu
donne

Lo 0 0o 0 ... 1
I 1 0o ¢ o 2
L0 1 9 0 -3
(9) ?(”); o 1 o ... 4 ,
I 0 0o o 1 .., 5
T 1 1 0 o0 6
&

On exprime ainsi z(n) par un déterminant d'ordre n daps
lequel la derniére colonne contient les n premiers enticrs; dans

.y . ’ 5 7
les (n — 1) premiéres colonnes, tout élément a; est égal a e o

c’est-a-dire & 1 on 4 o, suivant que 7 est ou n’est pas divisible
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par s. Ainsi, la coloune de rang s se compose de (s —1) zéros,
suivis de 1, autant de fois que possible.
De méme, la formule (8) donne

1o o o ... 1
2 1 0o o 3
3 1 1 0 o

(10) ¢ (n)= 4 2 1 1 0 . 10
5 2 1 1 1 13
6 3 2 1 1 21

La derniére colonne contient les n premiers triangulaires ; pour
les autres, la colonne de rang s se compose d’abord de (s — 1) zéros,
puis de s éléments égaux a 1, puis 4 2, 4 3, ..., aussi loin que
possible. D’ailleurs, le déterminant (10) se déduit du déterminant
(g) en ajoutant aux éléments d'une ligne de celui-ci tous les élé-
ments des lignes précédentes.

Exemple [. — Démontrer la formule
B n - n _ ny ‘n .
:r(n)._.v (7)-@([) -y (;)-9(2)-T—v (\75‘)-?(3)—# s (\;—)-Ql_ﬂ).

Il suffit de multiplicr respectivement les équations du systéme (A), dé-
duit de }a formule (7), par

c n
-3 S —> 3= s E
I 2 3 '

n n

SR

et d'ajouter en tenant compte des relations (2) et (3)
Exemple II. — Démontrer la formule

ny o n /nt no
Mo = — ]tz = — e - . - — |-
s(n) c(\l) 501) c(\?‘) -(2>+u(\3) ©(3)+... %—G(\n) o(n).
I saffit de multiplier respectivement les équations du systéme (A) par

i
€

n
- ?
1

13
LR
"
ol I
wl s
m
wi

et d’ajouter en tenant compte des relations (1) et (5).

223. Théoréme de Smith. — Ce théoréme donue l'expression
du produit des indicateurs des n premiers entiers par un détermi-
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nant du ni™ ordre, dont tous les éléments, tels que D sont les
plus grands codiviseurs des deux indices 7 et s de I'élément con-
sidéré. En d’autres termes, s¢ D} désigne le plus grand codivi-
seur de r et de s, on a

(1) L=DID2L..DE =o(ne(2). . o(n)

On en déduit la valeur de {n) comme le quoticnt de deux dé-
terminants d'ordres n et {(n —1).

La démonstration de ce théoréme repose sur les propriélés
P’une fonction numdérique & deux indices qui posséde des pro-
priétés analogues a celles de l'indicateur. Si 'on suppose

n—a%bBey... I}
on peut écrire I'expression de =(n) sous la forme
w(n) = (at—a*x1) oB—bB-1).. (D — -ty

in effectuant les produits du second membre dans Pordre habi-
tuel (n® 67), nous désignerons le développement par

12) ei{n)=rny— Ryt Ry— Ry .. b gy — g

s représente le nombre des termes du développement, qui est
égal 4 une puissance de 2, dontT'exposant renferme autant d’unités
que n renferme de facteurs premiers différents. Les nombres 7,
N, . .., Ngne représentent pas tous les diviseurs de n, mais ne re-
présentent que ceux qul sont des multiples du quotient de n par
abe...l; d'allleurs n(— n.

Cela posé, considérons la fonction numérique p{n, s}, dans
laquelle 5 désigne un entier positif et arbitraire, et n un enticr
donné,

(3) win,s) =Di — D3, + D5, — ... —Di;

nous allons démontrer que la fonction de Smits posséde une
propriété analogue a celle du produit des indicateurs. En d’aulres
termes, si n est le produit de deux nombres p et g, premiers
entre eux, on a, quelle que soit la valeur de I'entier 3,

(4) }L([),Z).{J.((],Z)ZH.(H,Z).
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En effet, on a, d’aprés (2},

L."(P‘):Pz~pz+.p;,—p#+‘__,1
P(e)=q1— G+ Ga— i+ ...
o ()= g —Rs4-nNg— R4+ ...:

mais, d’autre part, puisque n = pg, on a I'identité
¢(p)-3(g) == 2(n)

Ainsi, tout nombre n; est le produit de deux nombres p; et g,
premiers entre eux, comme diviseurs de deux nombres premiers
entre eux; par suite,

D = D5 D5

Sil'on fail la somme de toutes les égalités analogues 4 la pré-
cédente, aprés avoir mulliplié les deux membres de celle-¢i par
(==1)%, on trouve précisément la formule (3).

La fonction n(n, z) de Swmirn est égale a Uindicateur de n
ou & zéro, suivant que n est ou n'est pas un diviseur de z. En
effet, supposons d’abord que ¢* soit un diviseur de 5; alors, il en
est de méme de a*'; on a done, par définition,

u(a® z) = Dye — Dye-1 = a% — @%1 = o(q2);

supposons maintenant r = a%bdcv... % il résulte, par la for-
mule (4},
pin, 2) =¢(n).

Supposons que a* ne soit pas un diviseur de z; on aura
3= a%z, avec a' < a,
el, de plus, a et 5’ premiers entre cux. On a, par définition,
u(a* z) — Dgu— Die;

mais le plus grand codiviseur de a* et de z est égal au plus
grand codiviseur de a* et de a¥, c’est-a-dire 3 a®'; il en est de
méme pour le plus grand codiviseur de a*! et de 5; par suite,
s1 a%* nc divise pas z, on a

u{a%* 5) = o.

CHAPITRE XXII. -~ DE L INDICATEUR. 409

Désignons par §(n) le déterminant de Symivn, défini par

E(n)=2D{D:...Dy,;

ajoutons a la derniére ligne, ou de rang n— n,, les lignes de
TANGS g, Mg, ..., fg_y, et retranchons-en les lignes de rangs n,,
Mgy ..., ng; la dernicre ligne de §(n) deviendra

w(n, 1), p(r,2). ..., p(r,n—1), p{n,n),
ou. par suite-des propriélés démontrées ci-dessus,
0, 0, ..., 0, g{r).
On a done la formule de récurrence

ny=o(n).t(n—1)

d'ou 1'on tire

E(n):o(n,').to(n-—1).?(JL—Q')..‘o(fz).L‘:(u).

v ] T /

Le déterminant de Syith a la forme suivante

-
w
-
-
SR DN W R

[
By = B

LS SR ]

o

Le déterminant est symétrique; les (p —1) premiers éléments
de la pim¢ rangée sont respectivement égaux aux ¢léments de la
seconde diagonale, de rang (p — 1), ainsi que nons avons figuré
en caracléres gras. Lin effet, le plus grand codiviscur de p et de ¢
est égal au plus grand codiviscur de (p — ¢) et de g.

Le théoréme de Syutn a été publié dans les Proceedings of the London’s
Mathematical Society (vol. VII, mai 1876). Il a é1é généralisé par M, Man-
s1oN, dans le Messenger of Mathematics (octobre 1877), et dansle tome 11
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des Annales de la Société scientifique de Bruxelles. Quant aux for-
mules de M. HamMonp, du numéro précédent, elles sont inédites et nous
ont été communiquées par M. SYLVESTER.

Les déterminants de Saitm et de M. HaMMOND sont trés curieux; mais
nous devons faire observer qu'ils supposent, non seulement la décomposi-
tion de n en facteurs premiers, mais aussi celle de tous les entiers, jus-
qu'a n. Cest donc, en quelque sorte, le Crible d’EraTosTHENE transformé
en déterminant.

Exemple I. — Si tous les éléments d'un déterminant & n rangées sont
égaux a 1, en exceptant ceux de la diagonale, pour lesquels af désigne le
nombre decs diviseurs de p, la valeur du déterminant est 1.

{ MansION.)

Ezemple II. — Le déterminant 4 r rangées, dans lequel chaque élé-
ment est égal & 1 ou a o, suivant que le plus grand codiviseur des deux
indices est ou n’est pas un carré parfait, a pour valeur

(— )Ry

en supposant que @*bBcY ... [} représente la décomposition de la facto-
rielle ! en ses facteurs premiers. ( CESARO.)

994. Formules de Legendre. — Ces formules ont pour but de
déterminer le nombre des entiers jusqu'a n, qui ne sont pas
divisibles par des nombres premiers donnés

a, b,e, ..., 1,

inégaux deux ¢ deux, dont le produit p surpasse n.

En désignant par X, le nombre cherché, et en appliquant le
théoréme sur les entiers approchés, 4 une unité prés, par défaut,
n

n
E E"E;

.,n#‘_gz_g_ 9
Lu_b_h [) —WEaJ

on démontre par un procédé semblable 4 celul qui a servi & établir

la formule d’EuLer (n* 216)

).,z;zn-—EE%-{—ZE%—ZEiZ—C+....

On trouve de méme le nombre Ay,_, des nombres impairs, jus-
qu’a (2n — 1), qui ne sont pas divisibles par des nombres premiers
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inégaux deux a deux, dont le produit p surpasse (27 —1). On a
la formule

1 — 1 _
kzn—izn_EEn—_—r‘r—?m v ,PEE”_4 z(ab—1)

a ab

Plus généralement, considérons les n premiers termes d'une

progression arithmétique
A—B, 2A—B, 3A—B, ..., rA—B,

dans laquelle on suppose A et B premiers entre eux et B < A.
Désignons par x, le plus petit entier positif qui rend {(Az —B)
divisible par le nombre premier a; désignons par z. le plus petit
positif qui rend (Az — B) divisible par le produit ab de deux
nombres premiers inégaux, et ainsi de suite. Le nombre des
termes de la progression donnée, qui ne sont pas divisibles par
des nombres premiers, inégaux deux & deux, dont le produit sur-
passe (nA — B), est donné par 'expression

n—+ a-— T n-+ab — x,
— E—F - EE——-m*...,
" 2 a - ab

On peut supposer, dans les formnles précédentes, que a, b,
¢y ..., p,représentent ensemble des nombres premiers jusqu’a p.
en supposant que le carré du dernicr nombre premier p de cetle
suite e surpasse pas le dernier terme 2, (27 —1),0u{An — B), de
la progression donnée. On obtient alors le nombre des termes pre-
miers que renferme cette progression et ainsi, par exemple, la
totalité des nombres premiers jusqu'a n ou jusqu’a (2r —1).

Ces formules ont été obtenues par Lecexore, mais elles ont éié

jusqu'ici de peu d'utilité, a cause de la Jongueur des calculs. Ce-

pendant Prawroy pE Monpesim est parvenu, em les transformant,
4 calculer le nombre des nombres premiers qui ne surpassent pas
1000 000 (voir les Comptes rendus de I’ Association frangaise
au Congrés du Havre, 1857). D’autre part, M. SYLvesTer vient

de me communiquer la formule suivante :
~. i z xr .
St I'on représente par H = le nombre ° lorsque sa parlie frac-

T . - - x
tionnaire est - : et U'entier le plus approché de = dans les autres
2 «
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cas; si 'on désigne par @, &, ¢, ..., p, tous les nombres premiers
de 24 p, en supposant que p* ne surpasse pas un nombre pair
donné = n, la totalité des nombres premiers plus grands que n et
plus petits que an est donnée par 'entier de

n—EH%ﬁ’AEH&%—-ZHg%E+.A..
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CHAPITRE XXIII.

LES RESTES.

225. Propriétés des congruences relativement 4 la division. ——
Nous avons exposé précédemment (n* 32, 33 et 34) les propriétés
fondamentales des congruences dans leurs rapports avec I'addition
ct la multiplication ; mais ces diverses propositions ne s'appliquent
a la division quavec certaines restrictions.

Tatorime I. — S¢ deux nombres sont CONZrus pour un mo-
dule, ils sant congrus pour un diviseur quelcongue du module.
En effet, la différence de ces deux nombres est, par hypothése, un
multiple du module, et, par suite, un multiple de l'un de ses divi-
seurs. Mais la proposition réciproque de ce théoréme n'a pas lieu.

Tatorime lI. — .S¢ deux nombres sont congrus pour des mo-
dules différents, ils sont congrus, pour un module éeal au plus
petit comultiple des modules donnés. En effet, si deux nombres
sont congrus pour divers modules, leur différence est un multiple
de ces modules ct, par conséquent, un multiple de leur plus petit
comultiple. ‘

En particulier, deux nombres congrus pour différents modules,
premiers entre enx deux i deux, sont congrus pour le produit des
modules.

Tatorime . — LZorsque les deux membres dune con-
gruence sont des multiples d'un entier premier au module, on
obtient une congruence équivalente en divisant les deuz mem-
bres par cet entier. En effet, soit, pour un module quelcongue m,

ca=ch (mod. m),

el ¢ premier & m; par hypothése, la différence ela—b) est divi-
sible par m, et puisque m est premicr 4 ¢, il en résulte, par le
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théoréme d'Evcripe (n° 192), que m divise (@ — b); par consé-

quent,

a=h (mod. m).

Plus généralement, si deux entiers, congrus et premiers au mo-
dule m, divisent respectivement les deux membres d’une con-
gruence, on obtient une congruence équivalente, en faisant la divi-
éion, sans changer le module. En effet, soit pour le module m,

ac = bd, c=d,

on déduit de la seconde congruence

be=bd
el, par suite,

ac = be,
d’oit Pon tire, par le théoréme précédent,

a-=b {mod. m}).

Tutorime IV. — Si les deuxr membres d’une congruence son!
divisibles par un entier ¢, ayant avec le module un plus grand
codiviseur 5, on obtient une congruence équivalente a la con-
gruence donnée en divisant ses deur membres par ¢ et le mo-
dule par 8. En effet, soit, par hypothése,

ac= be { mod,m);

désignons par ¢ et m' les quotients premiers entre eux de ¢ et
de m par leur plus grand codiviseur 8. La dilférence

cla—b)=c8(a—¥b)

est un multiple de m'&; donc ¢'(¢ — b) est un muluple de »'.
Mais, puisque m' est premicr & ¢, on en conclut que m’ divise
(@ —b).

Plus généralement, si 'on ales congruences

ac == bd {mod.m},
=d (mod. m),

et si 5 désigne le plus grand codiviseur de ¢ et de m, égal au plus

(52
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grand codiviseur de d et de mi, on a
3 m\
a=—b (mod.gl)-

226. Restes de la progression arithmétique. — Pour un module
quelconque m, tout entier est congru a un seul des nombres

p
o. I, 2, ..., (m—1).

D’apreés ce principe, on peut ranger tous les nombres en
m groupes, par cette convention que deux nombres apparticnnent
4 un méme groupe ou i deux groupes différents, suivant qu’ils
sont ou ne sont pas congrus pour le module. Le premier groupe
comprend tous les multiples de m; le second, tous les multiples
de m augmentés de 1; le troisitme, tous les multiples de m
augmentés de 2, et ainst de suite. En prenant arbitrairement un
nombre quelconque dans chacun des groupes, on forme ce que
Gauss appelle ur systéme complet de restes pour le module m (1.
Par exemf)le, on obtient un systéme complet de restes en pre-
nant 7 cntiers consécutifs. Les nombres d’un méme groupe pos-
sédent un grand nombre de propriétés communes; ainsi, on peut
les remplacer I'un par I'autre dans les congruences de module ne;
de plus, les nombres d’un méme groupe ont, respectivement avec
le module, les mémes codiviseurs. D’aprés cela, on réumt les
groupes en classes renfermant tous les groupes ayant avec le module
mm le méme plus grand codiviseur. Soient ¢ un diviscur quelconque
de 7 et d le diviseur conjugué, de telle sorte que dé — r; puisque
les m premiers entiers sont les restes d'un systéme complet, on
voit (n° 220) que ¢(d) désigne le nombre des groupes contenus
dans la classe qui renferme tous les nombres ayant avec m le plus
grand codiviseur 8. En particulier, ¢ (m) représente le nombre
des groupes de tous les entiers qui sont premiers au module.

Nous avons démontré que les restes de la division par nde m
termes consécutifs d'une progression arithmétique sont lous iné-
gaux deux & deux, si I'on suppose que la raison cst unr nombre
premier au module. lls reproduisent donc, dans un certain ordre,

les entiers
o, 1, 2, ..., (m—1).

(") Gauss, Theoria residuorum biquadraticorunt, t. I1, n° 42
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Par conséquent, si a el m sont premiers entre euz, la forme
linéaire (ax + byengendre un systéme complet de restes pour le
module m, lorsque Uon y remplace successivement x par les
restes d’un systéme complet.

227. Nombres associés & 1 pour le module . - En particulier,
si I'on considére les restes par m des (m — 1) termes de la suite

a, aa, 3a, ..., (m—na,

dans laquelle on suppose @ et m premiers entre eux et a <7 m,
1l existe toujours un terme aa de cette progression, et un seul,
qui donne 1 pour reste. On dit alors que les nombres « et «
sont associés a 1 pour ce module ('): d'ailleurs, si & et m ne
sont pas premiers entre eux, le terme 2 nc peut donner 1 pour
resle.

Pour un module premier p, un entier, autre que 1, ou
(p—1), ne peut étre égal & son associé. En effet, lorsque 'on
suppose @ = a, oncn déduit que (a? — 1), ou que le produit

(e +1)(a—1)

est divisible par p; par suile, p étant premier divise (a -+ 1) ou
(¢« —1)etlon en tivea=r1,oua--(p—1).

Lorsque le module est composé, 'étude des nombres égaux
leurs associés est importante en Arithmétique, utile dans les ap-
plications industirielles. Elle sera 'objet de développements ulté-
rieurs, aux Chapitres sur les Résidus quadratiques el sur les Lois
arithmétiques du Tissage.

La notion des nombres associés raméne 'étude des diviseurs de
la forme (27 y7) & ceux de la forme (7 &= 1). En cffet, en suppri-
mant d’abord les codiviseurs de = et de 3, on peut supposer z ¢l y
premiers entre eux. Par conséquent, si un nombre quelconque o
divise (2" ™), cc nombre est premier 4 2z et & y; désignons
par 3 I'associé de y pour le module d, nous aurons

Br(ant yuy = (Ja)ndg {mod. d),

') GAuss, Disq. Arith., n° 77.
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et, si Uon désigne par z le reste de la division de B2 par d, on
voit que d divise (z7=3=1).

Plus généralement, (out diviseur d'une forme homogéne
f(z, ¥), dans laquelle on suppose x et y premiers entre euz,
est un diviseur de la forme f(z, 1). D'ailleurs, cetle propriété
s'applique aux formes homogdnes contenant un nombre ‘(uelconque
de variables.

Enfin, nous observerons que, pour un module m, au lien d’asso-
cter a 1 les nombres premiers au module, on peut les associer a
un quelconque D des ©(m) nombres entiers, premiers et infé-
rieurs au module. Par conséquent, si @ el D sont deux nombres
inféricurs el premiers au module m, on peut toujours trouver un
nowbre a, et un seul, compris entre o et m, tel que U'on ait

as==D {mod, m):

celte remarque sera ulihisée plus tard.

228. Restes du triangle arithmétique. — Il est utile de connaitre,
dans un trés grand nombre de questions, les restes des termes du
triangle arithmétique par un module premier ('), On a d’abord la
proposition suivanle : 87 p est un nombre premier, les coeffi-
clents de la puissance du bhindme d’exposant p sont divisibles
par p, en exceptant les coefficients extrémes qui sont égaux
a 1. En effet, soit le nombre entier, on a

Qfe PP U Ap—g =)
e 1.2.3...q >

lorsque ¢ est compris entre o et p, le module p est premicr dny o,
3, ..., q, et, par suite, & ¢l. Donc cette factorielle divise le pro-
duait (p—1)(p-—2)...(p—qg-+1)etlona

Cl—o0 {mod. p).

(') Dans son Mémoire sur la theorie des nombres, présenlé & I'Académie des
Sciences [e 31 mai 1830, Caveny indique différents procédés pour simplifier le
calcul des restes du triangle arithmétique (p. 233-244). — Voir une addition a
la fin du volume.
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Restes des Termes du triangle arithmétique de PascAL pour le module 5.
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Prenons, par exemple, p =3, et constrmisons le triangle arith-
mélique, en supprimant les multiples de 5; nous avons alors le
Tableau précédent, dans lequel chaque rectangle représente les cing
premiéres lignes du triangle arithmétique; les zéros sont remplacés
par des points, et les termes de chacur des rectangles sont multi-
pliés respectivement par des nombres, représentés en gros carac-
teres dans chaque coin supérieur a droite; ces nombres repro-
duisent eux-mémes les cinq premiéres lignes da triangle de Pascar.
On a donc, en général, pour le nombre premier p,

Ch=0Cy Cy  (mod.p)

en désignant par m, et n, les quotients approchés par défaut dans
la division de m et de n par p, et par py et v, les restes positifs.
On a, de méme, en désignant par m, et n, les quotients approchés
de m, et de n, et par ., et v, les resles par p,

G = G, O

e, 7T

{mod. p).

En remplacant successivement Cj;, G, ..., on a donc

my

Ch, e C‘}‘EIC‘L’QC;}J... (mod. p).

Par cette formule, on raméne le probléme de trouver le reste
de Cz, par p, & celui de trouver les restes de nombres C, dans les-
quels w et v sont plus petits que p. D'ailleurs le reste est nul, si
I'un des nombres v est plus grand que le . correspondant. Iin par-
ticulier, si m et n sont divisibles par p, on a

no——
e Cm,

(mod. p);
si m est divisible par p, et si n# ne Pest pas,
Cl==0

(mod. p).

Lorsque 'on aremplacé G} et G, ol wet v désignent des nom-
bres plus petits que p, on peut encore remplacer p par son reste
minimum suivant le module p. En effet, si 'on écrit la p**™* ligne
du triangle arithmétique en supprimant les multiples de p,

I, 0,0 6, O, ..., ©, o0, I,
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et s1 on forme le triangle arithmétique de bas en haut (n° 12), on
trouve facilement, en supposant que l'indice supérieur de C soit
plus petit que I'indice inférieur,

By ={—1)" (mod. p),
ey = (—1yn ”“,'"1 (mod. p),
273 —_ (e l)” m) (mgdp)

2
Ainsi on a les théorémes suivants :

Sip est un nombre premier, les coefficients de la puissance
du binéme d’exposant (p —1) sont alternativement congrus @
“+ 1 et a —1 pour le module p.

Les ecoeflicients de la puissance d’exposant (p — ) sont res-
pectivement congrus a la suite alternée des (p —1) premiers
nombres entiers.

Les coeflicients de la puissance d'exposant (p — 3) sont res-
pectivement congrus a la suite alternée des (p — 2) premiers
nombres triangulaires.

Et ainsi de suite.

Eaemple I. — Pour que tous les termes d’une ligne du triangle arithmé-
tique solent impairs, il faut et il suffit que le rang de cette ligne soit une
puissance de 2, diminuée de 1.

Exemple II. — Trouver la condition pour que le produit des termes
d'une ligne du triangle arithmétique ne soit pas divisible par un nombre
premier p, et calculer le reste du produit par p.

Exemple 111, — Trouver les restes des termes d'une ligne du triangle
arithmétique par un module égal & la puissance d’un nombre premier,

229. Théoréme de Fermat. -— Nous avons vu {n° 27) que si a
désigne un enticr quelconque, la différence (a®— a) est divisible
par 10 et, par conséquent, par 5. En général, on a le théoréme sui-
vanl :

8¢ Uon désigne par p un nombre premier quelconque, et
par a un nombre entier quelconque, la différence(ar — a) est
un multiple de p.

CHAPITRE XXIII. — LES RESTES. 421

En d’autres termes, dans un systéme de numération dont la base
est un nombre premier p, les puissances d’exposants 1 et p d’un
nombre quelconque, sont termindes par le méme chiffre.

Pour démontrer ce théoréme, on remargue d’abord que la diffé-
rence (a? — a) est un multiple de p, quelle que soit la valeur du
nombre premier p, pour @ = o et pour @ = 1. Il suffit donc de
faire voir que, en admettant la proposition pour une valeur don-
née a, elle a licu encore lorsque 'on augmente @ de 1. Mais on a,
d’aprés le numéro précédent,

(@ 1)P=ar—+1 (mod. p),
el, par suite, en retranchant (@ + 1) des deux membres,
(a+1)—(a+1)=ar—a (mod. p).

Puisque le sccond membre est divisible par p, il en est de méme
du premier. Donc la proposition est générale et subsistc pour les
valeurs négatives de a.

On énonce encore sous une forme diffévente le théoréme précdé-
dent :

Si p désigne un nombre premier et a un nombre quelcongue
non divisible par p, la différence (a?~' —1) est un multiple
de p.

En effet, on a
al—a = a(ar’r1—1);

donc p divise le second membre; mais P €t @ sont premiers enlre
cux, puisque p est un nombre premier qui ne divise pas a; donc p
divise I'autre facteur du second membre. Ainsi

apP—l =1 (mod. p).

Ce théoréme, remarquable par son élégance et par son utilité,
est le théoréme fondamental de PArithmétique supéricure. If a été
énoncé par Freemar qui n'en a pas donné de démonstration, bien
qu’il ait assuré qu'il avait trouvée. Evier cn a publié la premiére
démonstration conforme 4 la précédente.

La démonstration d’Evier a été publiée sous le titre Theoremata
Arith. nova meth. demonstr. dans les Comm. nov. Acad. Petrop.
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(t. VIII, p. 74). Antérieurement, EuLEr n'était pas encore arrivé au ré-
sultat (Comm. Petrop., t. VI, p. 106). Dans la fameuse discussion entre
Maveerrurs et Kinig sur le principe de la moindre action, celui-ci assura
qu’il avait entre les mains un manuscrit autographe de LEiBNIz qui conte-
nait une démounstration de ce théoréme, conforme a celle ’Evcen (Appe!
au public, p. 106). « Quoique nous ne voulions pas refuser de croire a ce Lé-
moignage, dit Gauss (Disq. Arithm., n° 30),il est sir cependant que LEmBNiz
n’a jamais publié sa démonstration. » Voir I'Histoire de I’Académie de
Berlin (1750, p. 130), etla démonstration de LamsErT dans les Acta Eru-
ditorum (1769, p. 109). Pour nous, il nous parait impossible d’admettre
que cette démonstration, si. simple et si natarelle, trouvée par LepNIZ,
EuLer et LAMBERT n'ait pu étre imaginée par FERMAT qui a non seulement
énoncé le théoréme, mais en a déduit de nombreux corollaires dont P'exac-
titude a été démontrée.

On peut donner du théoréme de Fermar une autre démonstra-
tion qui différe peu de la précédente, mais qui conduit 4 une for-
mule utile pour d'autres recherches. En tenant compte des con-
gruences du triangle arithmétique, on a, pour p premier,

{a-+0)pe=ar+bv {(mod. p);
en remplagant b par (& + ¢},
(a+b+eYezal+(b-+c)r {mod. p),
ou, en développant (b6 + ¢)”,
(a+b+c)W=al+ by -cP (mod. p),
ct ainsi de suite, de telle sorte qu'on a la formule (')
(@ +=btret+...-hyp=ar+-br+—cr+._. ..+ (mod. p).

En supposant a=b—c=...=1{=1, et ces unités en
nombre quelconque, on retrouve le théoréme en question.

Exemple I. — Vérifier la congruence

537.73—1 == | {mod. 37.73).
On a d'abord
236 = | {mod. 37),

29 =1 (mod. 73),

(1) On peut encore obtenir cette formule, ainsi que 1'afait Gavss (Disg. Arithm .,
n° 51), par le développement de la puissance d’exposant p du polyndme

(a-+b+c+... -0,
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et, par suite,
236 = (mod.73);

mais les modules 37 et 73 sont premiers entre eux, on a donc
236 . | (mod. 37.73):

et, en élevant a la puissance d’exposant 75 les deux membres de la con-
gruence précédente, il vient, puisque 35.73 = 36.75 41,

237.73—1 — § {mod. 37.73).

Celte cangruence montre que le théoréme de FERMAT peut s'appliquer &
des nombres composés et que, par conséquent, il n’a pas dec réciproque.
Nous montrerons cependant que l'on peut, avec cecrtaines restrictions,
donner un énoncé qui constitue la proposition réciproque du théoréme de
Fermat (n° 240).

Il arrive, mais dans des cas assez rares, que (ab—!— 1) soil divisible, non
seulement par p, mais aussi par p?; ainsi (31— 1) est divisible par 112, Pour
@ =10, k¢ nombre (102— 1) est non seulement divisible par 3, mais aussi par
32. Qun a encore vérifié que, pour @ = 10 et p premier inférieur a 1000, il
n'existe qu'une seule autre valeur du nombre premier p, telle que T'on ait

o1 = {mod. p*};

cette valeur exceptionnelle est p = {87 = 2.3+ 1. Ceci montre qu'il ne
faut pas toujours se hater de conclure par induction dans I'étude des pro-
priétés des nombres.

Exemple II. — Démontrer que le quotient de (2#-1— i) par le nombre
premier p n'est un carré que pour p =2, 3, 7,
En effet, pour p impair et égal a (29 =-1), an déduil

(27—1)(29~-1) = px?;

par suite, puisque les (acteurs du premier membre sont premiers entre eux,

I'un d'enx est un carré impair et 'autre le produit par p d'un carré impair;
I j

donc

29 = yrrou,

mais, en prenant le signe 4, 'équation possible pour ¢ = 1 estimpossible
pour g > 1, puisque le second membre est =+ 2 (mod. 8). D’autre part, en
prenant le signe —, on a

2= (¥ 1) (=1
et, par suite,
Y=

Exemple 1. — Existe-1-il un nombre premier p, tel que (207! 1) soit
divisible par p2?
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Ezxemple IV. — Si @ est un entier non divisible par le nombre pre-
mier p, on a la congruence des indicateurs

¢(ar):=g9(a)  (mod.p),
analogue & celle de FERMAT.

Exemple V. — Restes des nombres parfaits pairs. — Nous avons vu
que tous les nombres parfaits pairs sont choisis parmi les nombres (n° 208)

ep = 2P71(2P-—1),

dans lesquels le second facteur est premier; par conséquent 'exposant p est
aussi premier.

On voit que : Tout nombre parfait pair, autre que 6, est dicisible
par &, et que tout nombre parfait pair aulre que 6 et 28 est divistble
par 16,

Tout nombre premier p plus grand que 3 est de I'unc des formes (6¢ +1)
ou (6g + 5); d’autre part, on a

53— g (mod. g},

289 == 41 {mod. g);
par suite, pour

p—06g—+1, ep=1{2 —1)==1 {mod. g),
p =6g-+35, ep=1(22—1)=1 {(mod. g);

donc : Tout nombre parfait pair, autre que 6, est un multiple de g
augmenté de 1,

Il en résulte que si'on fait le total des chiffres d’'un nombre parfait autre
que §, puis la somme des chiffres du total, et ainsi de suite, on arrive 4 10
ou a un multiple de 10 (Krarr, Novi Comm. Petrop.,1734).

On a de méme, pour le module 7, la congruence 23=1; par suite, pour

p="bg -1, €p#= 1(2 —1)s= 41 (mod. 7),
p==6g+35, ep=2(2¥—1)=— (mod. 7);

donc : Tout nombre par fait pair, autre que 28, est un multiple de 7 aug-
menté ou diminué de 1.
De méme, pour le module 13, la congruence 286=—1, appliquée aux

nombres des formes
P =12g 1,058,711

donne cette proposition : ZT'out nombre parfait pair, autre que 6, est
un multiple de 13 augmenté de 1, 2, 3 ou 8.

On a encore 2°=—1 (mod. 19); en appliquant ce résultat aux nombres
@’EvcLIDE pour les nombres des formes

PZIS{}_F[: 5! 7y 11, 137 17+
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il vient: Tout nombre parfait pair, autre que 6 et 28, est un multiple
de1y augmenté de 1, 2, 3, 7, 10 ou 15.

On a enfin 219=—1 (mod. 23); en appliquant ce résultat aux nombres
T'EvcLipe pour les exposants p des formes

P =20qg-+1,3,7,9,11, 13, 17, 19,

on trouve : Tout nombre parfail pair, autre que 496, est un multiple de
25 augmentéde 1, 3, 6, 11 ou 16.

En combinant ce résuliat avee le premier, il en résulte que: Tout nombre
parfait pair, autre que 6 ou 496, est terminé par Uensemble des deur
chiffres 16, 28, 36, 56 ou 76.

On trouverait de méme les restes des nombres parfaits pairs pour les
modules 11, 23, 29, 31, 37, 41, 43 et 1000 (Mathesis, t. IX).

Exemple VI. — Sur les nombres parfaits impairs. — On a le théo-
réme suivant énoncé par LionNNET ( Vouvelles Annales de Mathématiques,
i1879; p. 306):

Sl ewiste des nombres parfaits impairs, ils sont donnés par la
SJormule

(1) n = @+%+1p2,

dans laquelle a désigne un nombre premier de forme (4g+1)et P
un nombre impair, plus grand que 1, non divisible par a.
En effet, cn conservgnt les notations du n°® 213, on aurait

an = ABC. ..,

et puisque n est impair, un seul des nombres A, B, C, ... est double d'un
impair, A par exemple, et les autres B, G, ... sontimpairs. Mais, puisque
e, b, ¢, ... sont impairs, on a

A=, B=§4+g, Gy, (mod. 2);
il faut done que B,v, ... soient pairs et que (x =+ 1) soit le double d’'un
nombre impair; donc, si Pon remplace « par (42 +1) et 8, Yy o.., par
28,2y, ..., ona

(2) n =gt hery, .,

@’autre part, @ étant impair, on ne peut faire que les deux hypothéses

a=-+1 ¢t a=—1(mod. {); par suite, @ est un nombre premier de
forme ({ g -+1).
Dailleurs les nombres B, y, ... ne peuvent éire tous nuls en méme

temps; car on aurait, dans le cas contraire,

a%+i— )

2a%= ou a%(2-—a)=1,

a—1
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ce qui donnerait @ =1 ¢t 2 = 1. D’ou résulte encore cette proposition : I/
r'existe nucun nombre parfait impair de forme (44 -+ 3).

Ezemple VII. — §'i] existe un nombre impair et parfait, ce nombre
est divisible par quatre facteurs premiers inégaux deux 4 deux.

FEremple VIII. — Soit nyla somme des factcurs premiers de n, cn y com-
prenant lunité; soit n, la somme des facteurs premiers de 2y, et ainsi de
suite, Démontrer quele résultat final sera toujours égal 4 3 ou a 6.

{ OLTRAMARE.)

230. Théoréme de Fermat généralisé. — [virn a donné une

» I3

généralisation du théoréme de Feryar, sous la forme suivante :

Si a et n sont premiers entre cuz, la puilssance de a, dont
Uexposant est égal a Uindicateur de ny est congrue a -1
pour le module n.

En effet, on a pour p premier, non diviseur de «,
aP=t— 14 hp:

st Pon éléve & la puissance d’exposant p les deux membres de 1'é-
galité précédente, en tenant compte des restes du triangle arith-
métique pour le module p (n° 228), il vient

alv—1p -y 4 h’P'z:

si nous ¢levons encore les deux membres 4 la puissance d’expo-
sant p, 1l vient
alP=Up — 1 = L p3,

et ainsi de suite. Done, en posant P == p=. on a
a?® oy {mod. P).

Ainsi le théoréme est démontré pour une puissance quelconque
d’un nombre premier. Cela posé, désignons par P, Q, R, ... des
puissances de nombres premiers inégaux deux i deux, par n le
produit PQR ..., et par @ un nombre premier a 7 et, par consé-
(uent, premier a chacun des facteurs de 7 on aura

a® P == {mod. P),
a?@. -, {(mod. ),
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mais, par la formule de 'indicateur d’un produit (n° 219),
¢(r) = ¢(P)e(Q)e(R),  ...;

parsuite, en élevantles deux membres des congruences précédentes
A une certaine puissance, de maniére & obtenir 'exposant ¢ (n),

on trouve
agin -= (mod. P},

agtn' s o {(mod. Q),
aPltla g (mod. R),

puisque les modules Py, Q, R, ..., sont premiers entre eux deux
a deux (n® 225), on déduit

aei g (mod. n).
C’est dans cette congruence que consiste le théoréme de FErmar

généralisé par Evrer ().

231. Deuxiéme démonstration des théorémes de Fermat et
d’Euler. Désignons par p un nombre premier, et par a un
nombre non divisible par p, et par conséquent premier a p; les

restes des termes consécutifs de la progression arithmétique
a, 2d, 3a, ..., (p-—-1a

par p sont inégaux dcux a deux ct I'eproduisenL dans un certain
ordre tous les nombres entiers

1, 2, 3, ..., (p -1}

Soit, pour le module p,

=y
4L 2n3 Ty,
3a -~ ry,

en multipliant membre 4 membre

—Dlar—t=(p —1)!, (mod. p).
£ P !

(') KuLer, Theoremala arithm. nova meth. demonsir.; (Camm. nov, Ac. Pe-
trop., t. VIII, p. 74).
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En divisant les deux membres de la congruence par la factorielle
(p—1)!, nombre premier 4 p, on retrouve le premier énoncé du
théoréme de¢ Frrmar,

ar—1=:j (mod. p).

Pour retrouver le second énoncé de ce théoréme, il suffit de re-
marquer que si @ n’est pas premier au nombre premier p, il di-
vise p; on a donc, pour toute valeur entiére de a,

alt—agqa (mod. p}.

Pour démontrer le théoréme d'EvLer, désignons par « et n deux
entiers premiers entre eux; remplacons successivement z dans la
forme ax par les N nombres

2y, z, A3y .., AN

d’unsystéme complet de restes premiers au module 7, de telle sarte
que Pon a N=29 (n). Soit donc

ety == bl ]
ad, = by
(1) aa, == b, ) (mod. n)
aay == by
les nombres &,, &,, ..., by forment un systéme complet de restes
(n° 226). On a done,
A1z, ..ax=: by b by... 0y (mod. n),

attendu que chaque facteur du premicr membre est congru a un
facteur du second. Si ’'on multiplie membre 4 membre ‘les con-
gruences (1), on oblient

aNay @y .. ax = ayay...ax (mod. n),

et en divisant les deux membres de cette congruence par le sccond
membre, premier au module, on a

ayint =1 (mod. r),

232. Perfoctionnements du théoréme d’Euler.— Sinous désignons
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par P, Q, R, ... les puissances des nombres premiers contenues
dans un nombre n, nous avons les congruences

aPPl =1 (and.P),
a1 (mOd. Q)a

apBl= | (mod. R),

Cependant, si I'un des nombres I, Q, R, ... est pair et égal 4 22,
avec « > 2, on doit remplacer indicateur par sa moitié, puisque
'on a, pour tout nombre impair «,

ar =1 {mod. 2%).

Cela posé, avec cette restriction que I'on remplace »(2%) par
$2(2%), lorsque 'on a « >> 2, désignons pav y(n) le plus petit

comultiple des indicateurs de P, ), R, ...; nous aurons
p b b ¥

alinl - (mod. P),

avir. cq (mod. Q).

a¥inlo g (mod. R,

et, puisque les modules sont premiers entre eux, deux i deux,

abinl —= ¢ (mod. n).

Nous donnerons au plus petit comultiple 4(n) des indicateurs de
P, Q, R, ... le nom d'indicateur réduit de n. Pour n égala »,
a 4, 4 une puissance quelconque d’un nombre premier impair,
ou au double d’une puissance d’un nombre premier 1mpair, l'in-
dicateur réduit ¢ (n) est égal 4 »(n); mais, dans tous les autres
cas, l'indicateur réduit est une partie aliquote de I'indicateur.

Parconséquent : St a et nsont premiers entre eux, la puissance
de a, dont Uexposant est égal a Uindicateur réduit de n, est
congrue ¢ + 1 pour le module n.

On peut donner au théoréme d'Errer un second énoncé qui
s’applique & tous les entiers x, premiers ou non, au module »n.
Désignons par A le plus grand des exposants des divers facteurs
premicrs contenas dans r, et par p 'un quelconque des facteurs
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premiers de n. Si x n’est pas premier & P = p%, le nombre x est
divisible par p; on a donc, puisque = ne surpasse pas A,

(¥ )= (mod. P);

par conséquent, le premier membre de la congruence précédente

est divisible par P, O, R, ... ct I'on a pour tout entier x, la con-
gruence
PN LI SRR {mod. r).

On a done le théoréme suivant ;

Si z et n sont dewrx entiers quelcongues, (n) Uindicateur
réduit de n et ) le plus grand exposant des facteurs premiers

contenus dans n, on « la congruence
rh{abial — -0 {mod, n).

Cet ¢noncé conduit d des conséquences importantes; nous I'ap-
pliquerons d’abord i la recherche des restes d’un polyndme f{z)
de degré m poar un module quelconque n. Posons

fla)y= oM 1) g(2)+ k()

g(x) et h(z) désignant respectivement le quotient et le reste de
la division de f(z) par le binbme x*(z?0) —1); le degré du poly-
nome A () est plus petit que & (n})—+— A

Nous allons démontrer que la somme ¥ (n) - A est toujours plus
pctite que n, excepté pour n égal & 4 ou & un nombre premier.

Posons
S=n—Yy(n)—2,

et supposons d'abord que n soit égal 4 une puissance d’un nombre
premier P — p™; dans ce cas

8 — pi—i .

1° Sim=1,0n ac==o0etalors n = p;
2° Sim=15,0nad— o pour p=—2 et alors n = 4; mais § est
toujours positif pour p > 2;
3° Si=>> 2, on a toujours é > o, comme cela résulte de I'iné-
galité
p“"-l:(1+1)t7)ﬂ—l>l+(p—1)(n—|)>7:.
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Considérons maintenantle cas général n-— P.Q.R...=p=g*re. . ;
on dédoit des résultats précédents et de Pidentité

i ) pr=g(P)+pr-1
les inégalités
PZo(P)=+m,
Qf?(Q)_‘)" %,
R=a(R)+y9,

et, en multipliant membre & membre,
n>g(n)+ A
On a done le théoréme suivant :

Pour un module quelconque n, tout polynime f{(z) de degré
quelconque est congriu @ un polynime h(x)dont le degré, tou-

Jowrs plus petit que le module n, ne surpasse pas Lm0

233. Restes d’'un Tableau de sommes ou de différences. — En
opérant sur un Tableau de sommes ou de différences, ainsi que
nous l'avons fait pour le triangle arithmétique (n° 228), ¢’est-a-dire
en remplagant les nombres du Tableau par leurs restes suivant un
module donné r, l'inspection du Tableau, dans chaque cas, donne
un grand nombre de propriéiés intéressantes. On peut aussi se
servir des formules du calcul des sommes et des différences et vem-
placer les coefficients du bindme par leurs restes. Nous donnerons
ci-dessous quelques exemples.

1" Prenons d’abord, pour la premiére méthode, le module » — 4,
et recherchons les restes des différences de %7 pour des valeurs
entiéres et conséeutives de 2. On forme, pour g impair, le Tablean
périodique des restes, suivantle module 4,

Restes de 7]l .1 .0.3.0.1.0.3.0.
» D At | o1 .3 .3 00 .1 .3.3 .1
» » A'ZT 0.2 .0.2.0.2.0.2...

» » AprT| 2 .2, 2.2 .2 .2 .2, ... ..
Par conséquent, les restes de A®2¢ par 4 sont tous égaux a o,
lorsque ¢ est impair, et ceux des différences d’ordre supérieur
sont nuls.
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On démontre de la méme facon que les restes de A2x¥ par 4 sont
tous égaux a 2 si ¢ est pair, et ceux des différences d’ordre supé-
rieur sont nuls, En particulicr, les restes de Ax? par le module o
sont tous égaux a 1.

2* Dans l'application de la seconde méthode, nous prendrons
pour module un nembre p impair et premier, et nous calculerons
les restes de A7~'2P=' pour des valeurs entiéres consécutives de .

On a, par une formule du calcul des différences

(1 AP=tgp=t==(p—1)!;

ainsi les différences d’ordre (p — 1) sont constantes, quelle que
soit la valeur de . Pour délerminer cette valeur constante, re-
prenons la formule symbolique (n° 76)

APty eds (0 -— 1)t
il vient, pour x = o

Ar—torl=(p—1)1—ClL_ (p—o) 14 . — Ch23ip—1— gr-L;

en appliquant le théoréme de FFermar aux puissances du second
membre, on a

Apmigp-l=(1—1)p—1—) {mod. p),

ou, plus simplement,

Ap—Llagp—1_-__ | (modp}:

en comparant ce résultat avec celui de l'identité (1), on a
(p—1)le=—1 (mod. p).

Ainsi, pour tout nombre premier p, le produit de Lous les entiers
inférieurs a p, augmenté de 1, est divisible par p; c¢’est 'énoncé
du théoréme de Wirson, sur lequel nous reviendrons plus loin.

3° Considérons, plus généralement, les restes de A7~ 27 par un
module quelconque r. Par le dernicr théoréme du numéro précé-
dent, on peul supposer ¢ égal au plus & (n—1); si I'on suppose
composé¢ ¢l > 4, on peut supposer g << n—1, et alors les restes
sont nuls; mais si » est égal 4 un nombre premier p, et si 'on fait

g = hip—1-+r,
on aura

x=x" et AP—tpd=Ae—igr (mod. p);
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lorsque r < p —1,ladifférence A2~* 29 est nulle; lorsque r = p —1,
on a comme au 2°, AP~'x9 = —1; mais alors (p —1) e¢st un di-
viseur de g,

En résumé, les restes de A" 29 par n sont constants. 1ls sont
égaux :

A -1, 51 n est un nomhre premier tel que (n — 1) divise ¢;

A + 2, s1nestégal a 4 et sig est impair;

A o, dans tous les autres cas.

234. Théoréme de Clausen et de Staudt (). — On a, pour les
nombres de Bernoulli, l'expression

dans laquelle on désigne par A, un nombre entier et par 2, b,
¢, ..., Ltous les nombres premiers qui surpassent de 1 tous les
diviseurs de q.

En effet, noas avons trouvé pour B, 'expression

By=— Y -+ %_ - 7‘- - ..*r*(——-l)‘l}%z—;-

D’apres les résultats précédents, les fractions du second membre
s¢ réduisent & des cntiers, lorsque le dénominateur n est un
nombre composé > 4, ou lorsque 7 est un nombre premier tel que
(n — 1) ne soit pas diviseur de g. D’ailleurs, pour n — 4, la frac-
tion — 4, se réduit & un nombre entier, puisque 'on doit supposer
g pair, attendu que les nombres de BernouLr: d'indice impair sont
nuls, & 'exception de By. II ne reste donc que les fractions dont le
dénominateur est un nombre premier p qui surpasse de 1 tout di-
viseur de ¢; dans ce cas, la fraction se réduit & un entier diminué

de L. C. Q. F. D.
» Q

(') Staunt, Journal de Crelle (t. XXI, p. 72). — CLAUSEN, Astronomische
Nachrichten. La démonstration da texte est plus simple que celles que nous
avons publides dans Malhesis (t. III, p. 25, et t. XI, p. 9) et dans Ie Bulletin de
la Societe matheématique.
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On a, pour les premiéres valeurs de ¢,

A():AQ:AJ.:-"ZJAIEZ—"-I) A2q+l:‘0’
All.:+ 2, A-Eh = — 86576,
A= — 6, | Agg =+ 1425518,
A]B =+ 36, A28 = 272 98)‘30’
Agg = 528, | Ay =+ G015 80875,

Age =+ 06193, | Azs =— 1 51163 15766.

Ezemple I. — 8i ¢ est un nombre premier et (2¢ +1) un nombre com-
posé, le dénominateur de By, est 6.

Exemple II. — 51 g et ¢’ sont premiers entre eux, le dénominateur
de B4, est divisible par le sixiéme du produit des dénominateurs de By,
et de By, (voir une démonstration de M. Rapicke dans la Nouvelle Cor-
respondance mathématique, t. VI, p. 6g; 1880).

235. Théordmes de Genocchi et d’Adams, — On déduwit immédia-
tement du théoréme énoncé dans le numéro précédent que le pro-
duit

(n) z(z7 --1)By,

est entier, quel que soit 'entier x. 1l suffit de démontrer que Je
coefficient du nombre B, est divisible par tous les nombres qui
surpassent de 1 tous les diviseurs de g. Or, pour p premier, on a

w(agr—t—1)= (mod. p),
et, puisque (p — 1) divise ¢, on a
z(zT—1)=0 {mod. p).
En particulier, pour # = 2, les nombres
Gy =2(1—~2NB,.

sont entiers. Ce théordme a é1é énoncé, mais démontré autrement,
par Gesoccur ('). Nous en avons donné une autre démonstration
au n° 142.

(') Gexoccul, Sur les nombres de Bernouwlli ( Ann. de Tortolini, 1852). Voir
aussi Vouv. Ann. de Math., 1877; p. 157,
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M. Apaws a calculé, parl’emploi du théoréme de StaupT, la Table
des nombres de Bervovrrr jusqu’a B,ss (). Pour vérifier ces cal-
culs vraiment laborienx, puisque les numérateurs des douze der-
niers de ces nombres ont plus de 8o chiffres, I'auteur a énoncé et
démontré le théoréme suivant : S¢ p > 3 est un nombre premier,
le numérateur de By, est divisible par p. De plus, il a observé
que, si p désigne un nombre impair et premier, diviseur de q, et
ron diviseur du dénominateur de Bay, le numérateur de Bygest
divisible par p; mais Pauteur ajoute qu’il n’a pas obtenu la dé-
monstration de celte proposition, bien qu’il ne doute pas de son
exactitude. Nous allons donner la démonstration du premier théo-
réme, en réservant pour le second volume la démonstration du
second théoréeme de V. Apams.

On a, par ce qui précede,

By, — ._‘______G'E” o
2(0—- 2 ) (1~ 2/)

D’aillcurs G,, est entier, impair, et divisible par p, comme
cela résulte d'une formule du n® 142; mais p ne peut diviser le

dénominateur de la fraction précédente; donc p restera en facteur

dans le numérateur de B, .

Exemple I. — Démontrer, pour p premier, la formule

ﬂGrz+]1—£E(n~|)Grz tmOdp)

936. Restes des nombres d'Euler. — Nous avons va (n" 145) que
les nombres d’EvLer sont donnés par la formule récurrente

(E +1)r+ (B — 1) o,

Les nombres d’indice impair sont nuls, et les nombres d'indice
pair sont entiers et impairs; de plus, Scurrk (2) a démontré que les
nombres d’indice pair sont terminés alternativement par les chiffres
1 et 5. Ces propriétés sont des cas particuliers des suivantes. En
tenant compte des résultats obtenus pour les restes des termes du

(') Apans, Journal de Borchardt, t. LXXXV, p. 26g.
(2) Journal de Crelle, t. LXXIX, p. 67. — Pour plus de développements, voir
nos articles dans le Bulletin de la Société mathématique.
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triangle arithmétique pour un module premier (n° 228), la formule
précédente donne, en supposant n=_p — 1) el p premier,

E17_1+EP_3+EP*5 +...+E2+EOEO (mod. p);

on a donc cette proposition : S¢ p est un nombre premier, la
somme des nombres eulériens dont I’indice ne surpasse pas p
est divisible par p.

De méme, on obtient les formules

Ep+lE E, )
EP+3EE‘& ) (mod.p),
Ep+5§ [

et, en général, pour un nombre quelconque £, entier et postitif,
Ezn+rip—17= Ezn (mod. p).

Par suite : Les restes des nombres eulériens, suivant un module
premier p, se reproduisent périodiquement dans le méme ordre,
dans une période de (p — 1) restes.

Nous avons étendu ces propriétés aux nombres eulériens des di-
vers ordres, et a un grand nombre de coefficients différentiels.
Nous appelons rombres eulériens d’ordre «, en supposant « en-
tier et positif, les nombres entiers donnés par la relation symbo-
lique

Eyn2o[E -+ B+ B 4, + EW]r,

dans laquelle on remplace, aprés le développement, les exposants
de E/, I/, . .. par des indices. On démontre, comme ci-dessus, la
relation ’

Eg ntap—1y = Ey . (mod. p).

237. Restes des sommes des puissances semblables des entiers
inférieurs 4 un nombre premier. — Désignons par S, la somme des
puissances d’exposant n des (p — 1) premiers nombres entiers, et
par p un nombre premier.

Nous allons démontrer le théoréme suivant : La somme S, est
congrue & —r ou & o, pour le module p, suivant que n est ou
r'est pas multiple de (p —1). En effet, si n est un multiple de
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(p — 1), tous les termes de S, sont congrasa 1, d’aprés le théoréme
de Fenmar, et, puisque la somme a (p— 1) termes, on aura

S,=—1 (mod. p).

Pour le second cas, oi 7 n’est pas multiple de (p — 1), considé-
rons la formule symbolique [n°® 132, formule (3)]

.1_-!!_._1:.:_\.:<S _%,,,])n'i Sn;

st 'on y remplace x par p et S, par (p — 1), il vient, en supprimant
les multiples de p,

GLS, 4-+C28, o+...+ QA 18,==¢ (mod. p),

Mais S, est divisible par p; par suite, en faisant n = 2, on en
déduit que S, est aussi divisible par p, puis S5, S,, ..., jus-
qu'a S,_,.

On arrive aux mémes résultats, en partant de la formule symbo-
lique (n° 134)

(r+4+1)S, s (p—+ B)n+1__ Br+1,

on multiplie les deux membres par r!, et 'on sait que n! B, est un
nombre entier.

238. Théordme de Wilson. — Nous avons va (n" 227 el 233)
que, pour un module p, impair et premier, les entiers inférieurs ap
peuvent étre associés deux a deux, de telle sorte que leur produit
soit congru & t pour le module p. D’autre part, a Iexception des
nombres 1 et (p — 1), aucun autre nombre ne peut étre égal & son
associé; ainsi les nombres

2, 37 49 sy (P_2>

s'associent deux & deux, leur produit est congru 4 + 1 pour le mo-
dule p; on a donc

(p—2V =+1 (mod. p).
En multipliant les deux membres par (p — 1), il vient

p—1)!+1=0 (mod. p).
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En d'autres lermes, le produit de tous les entiers inférieursa
un nombre premier p, augmenté de 1, est divisible par p (*).

Lorsque p n’est pas premier, mais > 4, le produit des (p — 2)
premiers nombres est divistble par p. — En effet :

1© Si p n’est pas un carré, il est décomposable en un produit de
deux facteurs inégaux contenus dans la suite des (p — 2) pre-
micrs nombres;

2" Si p >4 est égal & un carré n?, la factorielle (p — 2)! con-
tient les deux facteurs n2 et 21?; elle est done divisible par p;

3° Si p = 4, le produit des deux ou des trois premiers nombres
est congru a 2 pour le module 4.

Le théoréme de Wirson donne une condition nécessaire et suf-
lisante pour qu'un nombre soit premier; mais il est inapplicable
en pratique. Cependant, on simplifie le calcul en remplacant les
nombres de la scconde partie de la factoriclle (p — 1)! par leurs
compléments a p; on en déduit d'ailleurs quelques conséquences.
Nous considérerons deux cas, suivant que le reste du nombre im-
pair et premier p par 4 est 1 ou 3.

1* Si l'on suppose p=4g -3, ona

[(2g +1)!]2P—1==0 (mod. p).

Par conséquent, pour que p =4q -3 soit un nombre pre-
mier, il faut et il suffit que le reste de la division de la facto-
rielle (2q -+1)! par p soit 2= 1. Cependant, on peuat déterminer
dans quels cas le reste est - 1, ct dans quels cas il est égala — 1 (7).

2® Sil'on suppose p=4g+1,0na

[(2g)]P+1=0 {mod. p).

Par conséquent, pour que p=4q —1 50it un nombre pre-

(1) Wamixe a ¢noncé ce théoréme, sans démonstration, dans les Meditationes
algebraicee, en I'attribuant a WiLsow, ['un de ses éléves. WarInG avoue que la de-
monstration lui parait d’autant plus difficile qu’il n’y a point de notation pour
désigner spécialement les nombres premiers. La démonstration du texte est duc
a Gauss (Disq. Arithm., we 77); celle du n° 233, qui repose sur le calcul des
différences, est une simplification de celle de LAGRANGE.

(*) « Il n’est pas facile de dire @ priori lequel de ces deux nombres (2g +1)! =1
est multiple de p. » (LEBESGUE, Introduction & la Theorie des Nombres, p. 82).
Nous montrerons plus loin qu'il faut prendre +1 ou —1, suivant que le nombre
des non-résidus quadratiques de p, compris entre o et {p, est pair ou impair.
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mier, 1l faut et il suffit que le reste par p du carré de la fac-
torielle (2q)! soit égal @ — 1. De cette proposition, il résalte en~
core que tout nombre premier de la forme (4q + 1) divise (22 + 1),
c¢’est-a~dire une somme de deux carrés premiers entre eux.

239. Restes de la progression géométrique. — Soil 2 un module
quelconque; désignons par 4 'indicateur réduit et par @ un nombre
premier i n; nous allons étudicr les restes des termes de la pro-
gression géométrique

2

1, a, a* a3, ..,

de raison a, divisés par n. D'abord, on ne trouve aucun reste nul,
puisque a et 2 sont premiers entre eux; d’alleurs, tous les restes
sonl premiers 4 7, et puisque leur nombre ne peut surpasser 'indi-
cateur ¢(n) de n, on trouvera deux puissances différentes, «* et
astt donnant le méme reste. On a donc

asat — af {mod. n),
et puisque a est premier au module, il vient
at==1 {(mod, n).

Il existe donc une puissance de @ qui donne 1 pour reste, ce
qui résulte d’ailleurs du théoréme d’Evrer. Mais, parmi toutes les
puissances de & qui donnent 1 pour reste, la plus importante & con-
sidérer estcelle du plus petit exposant, en ne lenanl pas compte de
I'exposant zéro. Soit donc g le plus petit exposant tel que Pon ait

ag =1 (mod. n);

on dit alors que a appartient & Uexposant minimum g pour le
module n; mais,pour la rapidité du langage, nous dirons que g est
le gaussien de a pour le module 2.

Les g premiers restes des puissances,

(1) 1, a, at ..., afF"i,
sont tous différents, car si1 l'on avait
as+t = a’ (meod. n),

on en déduirait @’ = 1, €L g ne serait pas le plus petit exposant
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qui correspondrait au reste 1. L'ensemble des restes de la suite (1),
tous distincts, ct en nombre g s’appelle la période du nombre o
pour le module n. Les restes suivants, des termes de la progression
géométrique, repreduisent indéfiniment la méme période; on a,
en ellet,

a¥f =1, aft+le=a, aftl = g2, e (mod, r).

En général, sil’on désigne par ¢ le quotient et par r le reste de
la division de s par le gaussien g, on a

s=qg-r et as = al¥a"=ar (mod. n),

Ainsi deux puissances &’ el af sont congrues ou non pour le mo-
dule r, suivant que leurs exposants s el ¢ sont congrus ou non,
pour le module g, gaussien de n. En particulier, si l'on a af=1
le reste de s par g est égal & o; il en résulte que les exposants des
puissances de @ qui donnent 1 pour reste sont tous les multiples
du gaussien. Mais, par le théoréme d'Evren perfectionné, on a

a?inl =1 (mod. n).

Par conséquent, le gaussien de a pour le module n est un
diviseur de U'indicateur réduit de n, et les exposants des puis-
sances de a qui, divisées par n, donnent pour reste 1, sont tous
les multiples du gaussien.

Ezemple I. — Pour un méme module, le gaussien du produit abe , ..
de nombres premiers au module est un diviseur du plus petit comultiple
des gaussiens des facteurs.

Ezemple II. — 8i l'on désigne par zabced,... et A, B,C,D,... des

nombres entiers, et si I'on pose
o(x)=Aa*+Bbx 4+ Cexr + Ddx4-. .,

on a, pour tout nombre premier p, quelle que soit la valeur du nombre £,
entier ot positif, la congruence

CP[-Z‘—!—]I(F——I)]EQP(.I) (mod. p).

Ezxzemple I1l. — Soit g le gaussien de a pour le module premier p,
démontrer que la somme des puissances ¢'* des termes de la période
est congrue @ 0 ou a g, suivant le module g, selon que I'exposant g est
ou n’est pas multiple du gaussien g.
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240. Réciproque du théoréme de Fermat. — Soit un nombre im-
pair queleonque rn; nous avons vu que la différence n — ¢ (n) est
toujours posilive, et n’est ¢gale 4 1 que pour 7 premier; d’autre
part, 'indicateur réduit ¢ (2 ) n’est jamais supéricur a I'indicateur
o (n). Par conséquent, lorsque le gaussien de @ pour le module n
est égal & (n — 1), 1l enrésulte que n est nécessairement un nombre
premier ; mais, si 'on a la congruence

an—t=—=j (mod. n),

les exposants des puissances de @ congrues a 'unité, qui seraient
infériears a (rn — 1), ne pourraient étre que des multiples d’un
certain diviseur de (7 —1); on a donc la proposition suivante,
que 'on doit considérer comme la réciproque du théoréme de
Fermar : S7a*— v est divisible par n, pour x égal @ (n —1), et
nest pas divisible par n pour x égal a une partie aliquote de
(n—1), le nombre n est premier.

Nous avons énoncé pour Ia premiére fois ce théoréme en 1876, au Con-
grés de I'Association {rangaise pour PAvancement des Sciences, 4 Clermont-
Ferrand, dans une Note intitulée: Sur la recherche des grandsnombres
premiers. Nous en donnerons, dans le second volume, un grand nombre
de corollaires,

Ezxemple I. — Soit
a=173, n265537:218+|;
les diviseurs de (n —1) sont

I, 2, 2% 923 9% 95 ., alf

Si I'on calcule les restes par 2 des puissances de 3 dont les exposants sont
égaux aux termes de la suite précédente, en observant que chaque reste
s’obtient en divisant par » le carré du reste précédent, on trouve

3, 9, 81, 0561,— 11088, ..., —+1,

et, puisqu’il n’y a aucun reste égal & + 1 avani le dernier de la suite, on en
conclut que 216 1= 65537 est un nombre premier.
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CHAPITRE XXIV.

LES FRACTIONS CONTINUES,

241. Fractions continues. — Pour donner une valeur approchée
d’nn nombre fractionnaire positif z = (a:b), on prend le quo-
tient g, le plus approché par défaut et 'on pose, en se reportant
aux notations du n° 189,

r=gg+ ~—>» avec &=
&

T b,
ry’
¢y est nul pour x < 1, mais entier et positif pour z > 1. En géné-
ral, xy est un nombre fractionnaire > 1; pour évaluer ce nombre,
on prend encore le quotient ¢, le plus approché par défaut, et
I'on pose
ry= g+ -‘-, avec Iy — ﬁ;
2y 7y
de méme, si I'on désigne par g, le plus grand entier contena dans
x3, ¢t s1l'on pose

+ X avec I 2.
Sy = —_ 3= —
2= 72 o rs!

on obtient par le remplacement de z, et x, dans I'expression dex

I
xr = ————— xr = B ———
Fo+ { 70 1
-+ 1+
7 Ty g L
2 7
72+ -

et ainsi de suite. Mais le calcul des quotients g,, ¢1, g2, ¢%s -+,
revient & 'opération dela recherche du plus grand codiviseur de a
et de b3 on a, en général,

T'p—1

+

I
Tp—y = —1=+ — > avec Xp =—
p—1=qp—1 z, P o
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L’opération se trouve nécessairement limitée aprés un nombre
fint de divisions; on a ainsi
X =y —-
I .
Go L

“dn

Vi

On dit alors que I'on a développé & en fraction continue ; les en-
Hers go, ¢4, ¢a, ..., ¢u sont positifs et s’appellent guotients in-
complets: le premier peut étre nul, mais tous les autres sont au
moins ¢gaux & 1, et le dernier & 2, car si l'on avait ¢, =1, on
pourrait remplacer le quolient précédent ¢,_, par (ga_,—+1)-
On dit encore que les fractions

1 | 1

Loty e L

g1 i qn
sont les fractions intégrantes; les nombres 2, 24, ..., 2, sont
les quotients complets. Les fractions continues successives for-
mées de 1,2, 3, ..., n fractions Intégrantes sont appelées frac-
tions convergentes; mises sous la forme de fractions ordinaires, ce
sont les réduites successives. On a d’ailleurs ce théoréme :

Tout nombre positif, entier oun fractionnaire, est, d’une
seule maniére, égal & une fraction continue.

Considérons trois nombres quelconques positifs 2, y, 3, rangés
par ordre de grandeur croissante. Si le premicr quotient incom-
plet de x et de z est le méme, ce sera aussi le quotient incomplet
de y; on aura

L= g+ L, y:q0+—I—7 z:go-kig
Ty g 2!
et les quotients complets x, 3, 5, seront rangés par ordre de
grandeur déeroissante. De méme, si z, et 5, ont le méme quotient
incomplet g,, ce sera celui de y,, et Pon aura
1‘1:f11+l: )’1;914—;: 51=91+1}
Ty N EJ!
les quotients complets s, ¥4, 3, seront rangés par ordre de gran-
deur croissante, et ansi de suite; d’ou résulte ce second théo-
réme :
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Lorsque trois nombres positifs, rangés par ordre de gran-
deur, sont dépeloppés en fractions continues, les premiers quo-
tients incomplets qui sont communs aux deux fractions ex-
trémes sont ausst les premiers quotients incomplets du nombre
intermédiaire, et les quotients qui complétent les trois frac-
tons sont aussi rangés par ordre de grandeur.

Drailleurs, ces quotients complets sont rangés dans le méme
ordre de grandeur que les nombres donnés (z, y, z), ou dans 'ordre
contraire, suivant que le nombre des quotients incomplets com-
muns est pair ou impair.

242. Calcul des réduites. — Les premiéres réduites de x sont

o Gogr-rl = Geg192-t 9’2"19,'_0,
I q1 g1 1

nous les désignerons respectivement par

Jo o S S

3

&o &1 &2
Chacune des premiéres réduites peut se former en multipliant
les deux termes de la précédente par le quotient incomplet auquel
on s’arréte, et en ajoutant rcspectivement les deux produits ob-

tenus aux deax termes de la fraction antéprécédente. Ainsi I'on a,
pour les premiéres valeurs de p,

(0  So=qp So-1+ fr-2,
Ep=4Gp8p—1—T &p-a-

On démontre que ces formules sont geénérales et s’appliquent
pour toutes les valeurs de p, en remplagant

1
gp Par gp+ — .

q p+1
Par conséquent, les numérateurs et les dénominateurs des
réduites successives sont des entiers positifs et Croissants; nous
démontrons plus loin que les réduites calculées par ces formules
sont des fractions irréductibles. D’autre part, si I'on remplace le
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quotient incomplet g, par le quolient complet x,, ,, on a, pour
z, 'expression

ZprJp— fp1

(2) r =
Lp+r1&p— &p—1

Pour les théories qui vont suivre, il est utile d’indiquer une
forme spéciale du développement d’un nombre en fraction conti-
nue. Puisque le dernier quotient g, (complet et incomplet) est
plus grand que 1, on peut le remplacer par

(gn—1)+ »:—;

el augmenter ainsi le nombre des fractions intégrantes de la frac-
tion continue. La valenr de la fraction continue reste la ménte,
mais on a introduit une fraction convergente intermédiaire

_fu ““fu:} s
En— En—1 !

cependant, on doit obscrver que cette transformation ne peut
s'effectuer que pour le dernier quotient, complet et incomplet, et
qu'on ne peul Pappliquer aux autres quotients incomplets. Par
sulte : Le nombre des fractions intégrantes d'une Jraction
continue est, @ volonté, pair ou impair.

243. Différence de deux réduites. — La différence A de deux ro-
duites consécutives a pour expression

- ,fn-l«1 _ If o q,;-;—‘l.fp_"_fﬂ—% fp,
= = s Sl S
4 & p+1 Ep o1 8pu—- &p-1 &p
d’on I'on tire

Jo &p

— | Sr18p
lfp-ﬁ—lg_[H»l

= ;
{ fo Ep

par conséquent, les différences A, ct A, , ont des numérateurs
égaux et de signes contraires; mais, pour les deux premiéres ré-
duites, ce numérateur est 1; on a donc

(1) So—18p—Ffp&p1=(—1)r.

En d’autres termes, la différence de deux réduites consécu-
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tives d’une fraction continue a pour numérateur i, et pour

dénominateur le produit des dénaminateurs des deux réduites.
On a les égalités

S S
&1 o o
LN L R
£ &1 E182
fr Jr— — (—vr—!
Ep Ep—1 Ep—18p
en ajoutant, on trouve
o _So 1 ! ‘ (!
Sp & &e& g1& 1 Epr&p

Au lieu de commencer 4 la premiére réduite, on peul commen-
cer 4 une réduite quelconque; on a donc cette proposition :

La différence de deux réduites quelconques d'une fraction
continue est égale & la somme alternée de fractions décrots-
santes dont les numérateurs sont égaus a 1.

944. Propriétés des réduites. — De la formule (1) du numéro
précédent, on déduit que tout codiviseur de fp et gp, ou de f,
et fo_y, ou encore de g, et de g,_y divise 221, Par conséquent,
on a celte proposition :

Les réduites d’une fraction continue sont irréductibles; les
numérateurs, ainsi que les dénominateurs de deux réduites
consécutives, sont premiers entre eux.

Plus généralement, considérons une réduite (fp @ gp) de rang
quelconque, el désignons par x, le quotient complet correspon-
dant; nous avons, par la formule (2) du n° 242, en remplagant
Zppa Par (p 1 Tpin)y
_ rpfor o Sea,

TpEpt Tpr1§p—1’

mais les deux termes de la valeur de x sont deux fonctions
linéaires et homogénes de 7, et de rp,, dont le déterminant des
coefficients est égal a 2= 1. Donc (n® 195) :
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Si Uon remplace un quotient incomplet d’une réduite par
ur quotient complet égal & une fraction irréductible, la ré-
dutte obtenue est irréductible.

Nous avons vu que toute réduile est égale & unc somme alternée
de fractions décroissantes; il en est de méme de la derniére, égale
3 z; d’ot il résulte que les réduites de rang impair sont crots-
santes et ne surpassent pas la derniére; les réduites de rang
pair sont décroissantes et ne sont pas plus petites que la der-
niére.

Si l'on figure les réduites par des longueurs portées sur une droite &
partic d'un point fixe, on a une représentation géométrigue trés simple
des propriétés précédentes. Nous pensons, avec CLAUDE BERNARD, que « la
Science doit toujours expliquer le plus obscur et le plus complexe par
le plus simple et le plus clair ». On démontre de la méme facon que
la somme des n premicrs termes d’une série alternée dont les termes dé-
croissent en valeur absolue jusqu'a zéro a une limite finie et déterminée,
comme la série harmonique alternée

L]
3

1— -+

|~
-—
(a7 B

‘

bien que la somme des termes positifs soit infinie, ainsi que celle des
termes négatifs. Par le méme procédé, on démonire encore qu'une série
de cette nature, que I'on appelle semi-convergente, a pour limite un
nombre quelconque, positif ou négatif, lorsque 'on modifie convenable-
ment l'ordre des termes, ou s’approche alternativement de deux nombres
quelconques; dans ce dernier cas, la somme, quoique finie, n'a pas de limite
déterminée.

245. Approximation des réduites. — La différence entre une ré-
duite quelconque et la valeur d’une fraction continue ne surpassc
q q P
pas, en valeur absolue, la différence entre cette réduite et la sui-
vante. On a donc, cn valeur absolue
b 4

»— Jl’ Z .fp-Pl _L?;
gp g{’kl g{)

mais le second membre est une fraction dont le numérateur est égal
4 =1 etle dénominateur égal au produit g, gp4y- Par conséquent,
la différence entre une fraction continue et 'une de ses réduites ne
surpasse pas, en valeur absolue, une fraction ayant pour numéra-



448 LIVRE I1I1I. — LA DIVISIBILITE ARITHMETIQUE.

tear I'nnité, et pour dénominateur le produit du dénominateur de
la réduite par celui de la suivante. A fortior:, la valeur absolue
de cette différence est plus petite qu’une fraction de numérateur 1
et dont le dénominateur est égal an carré du dénominateur de la
réduile.

St une fraction quelconque approche plus d’une fraction
conrtinue qiune réduite ( fp 1 gp) de rang quelconque, ses deux
termes sont respectivement plus grands que ceux de la réduite
considérée.

En effet, cette fraction est nécessairement comprisc entre cette
réduite et la précédente; par conséquent, sinous la développons
en fraction continue, ses premiers quotients incomplets seront
Gos qrs oy -+ -5 Gpr; le quotient qui la termine sera > ¢,; donc
ses deux termes sont plus grands que ceux de (f, 1 g,).

On peut donner plusieurs autres expressions de la différence
entre une fraclion continue et ses réduites. Posons

et remplagons z par sa valeur lirée de la formule (2) du n® 242, il
vient
N (—n)»

(1) 8p— — B (—)p+te, )
P (a1 sp+ &p—1)

L]
&p— 1\ Zpat Ep-t &p—1)

N
el 9 p—q =

par suite, sinous désignons par O un nombre compris entre o et 1,

0 &
8= (—1)r — et Bp—-- "l g
Ep EpZTp+t

Nous allons chercher la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fraction donnée ( /'t g) soit I'une des réduites du dévelop-
pement d’'un nombre x en fraction continue. Développons la
fraction (/':g) en fraction continue, et désignons par (p —1)
et p les indices des deux derniéres réduites. Pour que z admette
la réduite (fp : gp), 1 faut et il suffit que & soit compris entre
cette réduite et la précédente ; par suite, si, dans la valeur de 3,
on SUppose &,y > 1, on aura, en valeur absolue,

o L (—nr

2 L — .
(2) &p  Ep(&p+ &p-1)
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En particulier, cette inégalité est vérifide, lorsque

(3) r@mﬂ%:U
Sy LX)

Réciproquement, si Vinégalité (3) est vérifiée, il ¢n est de méme
de I'inégalité (2); on tire donc de la formule (1) une valeur de
£ p41y plus grande que 1; on aura, par conséquent,

T
X = gy
70 qr1-- 1

f

qpr To .

Cependant, si le signe du second membre de I'inégalité (2)
n’était pas le méme que celui du premier, on augmenterait d’une
fraction intégrante le développement de (f 1 g), ainsi que nous
I’avons expliqué au n® 242.

Denc : Pour gu’une fraction donnée (f: 2) soit Uune des
réduttes d’un nombre x développé en fraction continue, il faut
et il suffit que Don ait, en valeur absolue,

-ZL’/ !

.I:_ or ™~ L or o ?
&P oﬂ(ap"_ap-l)

en désignant par go,_, et gp les dénominateurs des deux der-
niéres réduites du développement de (f'; g)en fraction continue.

246. Renversement des fractions continues.

Nous dirons que
'on renverse une fraction continue lorsque I'on éerit tous ses quo-
tients incomplets dans ordre opposé au sens ordinaire. On a, par
la loi de formation des réduiles,

T Ju 1 S q [
- — oV T L] = [7 Bt s “—
,fn*l (,fn—fl J Sn—1 ( g_g—_J A
\fn—ﬂ/ AN gll—;’)

st Pon remplace successivement, dans les seconds membres, les
fractions par d’autres équivalentes, Papplication répétée de ces
formules donne

’ I g T
N b
.'Z..._ :q1l+ — _:— — q:’l_‘_ —
f/z—l Gu—1+., 1 Sr-1 Yn—1 -+ ., 1
._|_ J— X e i —
g1+ — oy .
q0 g1
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Par conséquent, lorsque [’on renverse Uordre des quotients
incomplets d'une fraction continue, la fraction continue ren-
versée est égale au quotient du numérateur de la derniére
réduite par le numérateur de la précédente, et U avant-derniére
réduite de la fraction renversée est égale au quotient des déno-
minateurs des deux derniéres réduites de la fraction donnée.

947. Addition des fractions continues. — Considérons deux frac-

tions continues

+ — T —;
q.’l— Sj)

placons la seconde  la suite de la premiére en ajoutant le premier
quotient incomplet s, de la seconde au dernier, g,, de la premiére;
nous formons ainsi une fraction continue

FrH—p t
- AL = (10_:_ P
Gn+p q1— -, I

dont le nombre des fractions intégrantes est (n -+ p), en considé-
rant (g, -4 so) comme un seul quotient incomplet. Nous allons
calculer les deux dernieres réduites de cette fraction conlinue, au
moyen des deux derniéres réduites de chacune des fractions conti-
nues données. En effet, sil’on remplace

]

Gn par gu.— =,
Fi

dans laloi de formation des réduites (n® 242), on trouve

Fu+p: fng'p "‘T"fn.flf’m
GrH-p: 5’:;5’}; -+ gn-—if:u;

d’ailleurs ¥, , et G, p sont premiers entre cux, puisque la réduite
(f;J . g'p) est irréductible (n° 244).

On peut supposer s,= 0; alors les formules précédentes, que
nous appellerons formules d’addition des fractions continues,
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permettent de calculer les réduites d’une fraction continue, en la
décomposant en deux ou plusieurs fractions continues succes-

sives.

Iltant donnée une

248. Multiplication des fractions continues.
fraction continue, on peut la prolonger, autant de fois qu’on veut
par des fractions continues identiques & la premicre et former des
fractions que nous appellerons périodigues. Aisi, la fraction sui-
vante contient trois périodes

I
ot

%ﬂ—

T gn gor -
-
gn=GFo-1rm ———-
g1 , [
TG

1
3

Nous ferons observer que nous donnons ici une certaine exten-
sion a la définition ordinaire des fractions périodiques ; pour retrou-
ver celles que Pon considére habituellement, 1] suffit de supposer
go=o0. Si la fraction contient A périodes, le nombre des frac-
tions intégrantes est égal & fin, méme pour ¢,=— o, car nous nc
considérons pas (g, + ¢, ) comme un quotient incomplet. Si, dans
les formules d'addition, nous remplagons » par fr, nous obte-
nons
() s Flm—»—p = &p F/m%—f], Fpo_1,

f G/m+p = gpGay ’i‘fp Ghn—i,

p étant au moins égal a 1. En remplagant p par (h —1)n -+ p.
nous obtenons les formules

(2) Frpnep= fuGo—tinrp—= Sr-1Fri—tynep,
Grnvp=EaGin—tinrp—+ &n—1 Fir—1in+p,

Il est préférable de se servir des formules (1) qui permettent de
calculer séparément les numérateurs et les dénominateurs des ré-
duites, de n en n ('); mais les formules (2) sont parfois utiles. £n

(*) Ces formules correspondent aux formules de Stmrsox dans la Trigonomsé-
trie rectiligne.
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particulier, nous démontrerons gue I'on a cette propriété des frac-
tions continues périodiques

Gpp1 Sn-t

En effet, si I'on fait p — n dans la premiére des formules (2) et
p ={(n — 1) dans la seconde des formules (1), on obtient

F.(IL-H)n - fu, Gh " +fu——1 F]m—i ’

Guanner= gn1Gun -+ ot Gpr-i:
d’ou I'on déduait
Gt Finvtyn— 1/ G(Iz et =fa-1{8a-1 nn “qulm—l }=o.
En particulier, nous avons les formules

Fa, Tfn(é’n i‘fn—l)y Fan :f.?i—l ‘f'fugu—h
Gy = g "T‘fug/z-lz Gapno = Sn—1 (é’uﬁi"fn-d ).

249. Fractions continues symétriques. — Nous direns qu’une
fraction continue est symétrigue, lorsque tous ses quotients incom-
plets a égale distance des extrBmes sont égaux deux & deux. Soit
done la fraction continue symétrique

R ,

!
e

g1 5"0 :

Nous pouvons supposer ¢, > 03 car, s'1l en était autrement, nous
remplacerions la fraction donnée par son inverse. Il résulte immé-
diatement des résultats obtenus sur le renversement d’une fraction
continue (n° 246), que g, = f,_,; d’ailleurs, une fraction ne peut
étre développée que d’une seule maniére en fraction continue; par
conséquent s¢ la fraction continue (f, . gn) est symétrique, on
a l'égalité [, = ga, et réciproquement,

Mais la relation fondamentale

() Jugn-1— fo—18a= (—1)2~!
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devient, dans cette hypothése,
Jagn1= g%+ (=11

donc f, divise l¢ second membre. Réciproquement, si dewr
nombres fet g sont tels que fdivise (g == 1), la fraction (f: g)
est développable en fraction continue symétrigue. IV’abord f et
& sont nécessairement premiers entre eux; convertissons ( f: g) en
fraction continue, de telle sorte que le nombre n des fractions inté-
grantes soit impair ou pair, smvant que f divise (g?—+1) ou
(&%~ 1); désignons par g’ le quotient correspondant, on aura

Jng'=g} -~ (—1) 1

mais, si 'on désigne par f,_, et Zu_y les deux termes de l'avant-
derniére réduite, on aura la relation (1); d’oti T'on tive, par diffé-
rence avec la relation précédente,

f/z(g(“fra.—1> == é’/i(g!r"“fn.—-I)-

Mais f, ou f est premier a g done f, diviserait (g, — f,_\) qui
est plus petit que lui; on 2 done

i -
& T &n—~i et En = fnfl y

la derniére égalité exprime la condition de symétrie. Ainsi, lorsque
J divise (g2 -+-1), la fraction { /1 g) est une fraction continue symé-
trique contenant un nombre impair de fractions intégrantes, et le
nombre des quotients incomplets g,, ¢, ..., g, est pair; si f
divise (g2 —1), la fraction continue symétrique, égalea (/' g), a
un nombre impair de quotients incomplets, et 2 est pair.
Lorsqu’une fraction continue est symétrique, on peul calculer
les deux derniéres réduites, lorsque 'on connailt les deux derniéres
réduites qui correspondent i la premiére moitié de son dévelop-
pement. Considérons d’abord une fraction symétrique paire,
c’est-a-dire une fraction symétrique contenant un nombre pair
de quotients incomplets, et supposons 2 == 2y 1; soit la fraction

fo_
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désignons par (f_y &y ) el {(fv 1 g.) les deux dernic¢res réduites
(qui correspondént & la premicre moilié de la fraction continue,
et par x4 le quotient complet qui suit ¢, ; nous avons trouvé

fn o _/v-TvH - fyvor
AL S
Sn vy Ev—1

mais, d’autre part, o, est égal a (£, 2 fi_): on a done

S fn _/-% ""fs—h

i En = Sk Sr gy

(n

Puisquc la traction (f), : gu) est symétrique, on a f,_, = g, €t
lon lire g,_, de la relation

,/vn.ﬂ;’u- v fuoagn (1t = (_,/‘vr'."v—fl — v-—lgv)z;

on a alns
(2)

Les formules (1) et (2) résolvent la question proposée pour
n=2v - 1. cest-d-dire pour le cas d’une fraction continue, qui
esl swnélrique el ])aire.

Si la fraction continue cst symétrique et impaire, on peul

I'écrire sous la forme

+

1 I
qw,,l—'— — -+

Aty 2l]v+’~_ I
T —

qo

. ) . o 1
en ayant le soin de remplacer ia fraction intégrante médiane ;;
v

1 . '
par — - sgus on oblient alors, comnme ci-dessus, en remplagant
v

2qy
Lypy par (fv_l :_ﬁ;)a

Jn= 1’-fvaA1 s
3 ._-’fn'**‘/:Jé’vfl'?‘,ﬁJflgvf, -1t

VESa-1T 28 St

250. Sur les décompositions des nombres en carrés. — Les ri-
sullats précédents conduisent & unc démonstration d’un théoréme
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important que nous retrouverons dans une théorie beancoup plus
générale.

Tout diviseur d’une somme de deux carrés premiers entre
cux est une somme de deux carrés. En effet, s1 fdivise uncsomme
de deux carrés premiers entre enx, f divise (n® 227) l'expression
(g* + 1}. Donc, si 'on convertit (/' ) en fraction continue, on

abtient nne fraction symétrique paire, et on a
S= S =fi+ -

Plus particulicrement, toul diviseur premier d'une somme de
deux carrés est une somme de deux carrés; mais il ne faut pas
en conclure gue tout nombre premier soit une somme de deux
carrés. Car qucun nombre premier p =23 (mod. 4) ne peut étre
la somme de deux carrés entiers ou fractionnaires. En effet, si

I’'on avait

le nombre p diviserait une somme de deux carrds cl serail une
somme de deux carrés entiers, ce qui est impossible puisque
cetle somme est congrue a 1 ou & 2, ct non a 3, pour le mo-
dule 4.

Nous donnerons une autre démonstration du théoréme préceé-
dent, qui repose encore sur la théorie des [ractions conlinues,
mais oit I'on ne considére pas les fractions symétriques. Plus gé-
néralement, nous démontrerons, d’aprés une méthode due a
M. IMeryive, les trois théoremes suivants . Tout diviseur de la
Jorme quadratigue (a® + k L*) est de la méme forme, lorsque
k=—1,92,3.

En effet, ainsi que nous 'avons démontré (n" 227), il suffit de
considérer les diviscurs premiers de la forme (22 4 £). Supposons
donc, pour p premier, que J'on ait

x4 k= (mod. p);

développons en fraction continue la fraction (z : p), dans laquelle
on peut supposer x < 3p. Les dénominateurs des réduites vont
en croissani, jusqu'd p; désignons par g, ¢t g, les deux déno-
minateurs consécutifs choisis de telle sorte que leurs carrés com-
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prennent le nombre p. On a done

& f )2 I .
-} <
(.P &n (gn&nr1 ) ’

2
jlf“ <p,

&+

ou bien

(xgn—pfu)? <

el en ajoutant g} de part et d’autre, il vient
(xgn—pfu) +kgh <p+kgh.

Mais, en développant le premier membre, on voit que celui-ci
est un multiple de p. Cela posé, supposons d’abord A=1; le
second membre ne peut égaler 2 p; parsuite, le premier membre,
qui n’est pas nul et qui est un multiple de p, est précisément égal
ap,etlona

(xgn—pfe)+gi=0p-

Supposons & = 2 ; le second membre ne peut surpasser 3p; on
# donc pour le premier membre la valcur p ou 2p, el par sulte
I'nne ou Pautre des représentations

(Zgn—pSri=-282=p,
(?ﬁ&,n_—f._ﬁz

2- jJ—
I ey,

Enfin, si £ =3, le premicr membre scra égal a p, ap ou 3p; la
seconde hypothése est impossible suivant le module 4; on a donc
Pune ou I'autre des décompositions

(xgn—pfu)-+3g5=p,
Iz 2
3 (TLH_S Plfn) + &2 =p.

251. Multiplication des fractions continues symétriques. — Dans
le cas particulier des fractions continues symétriques, les for-
mules de multiplication se simplifient & cause de f,,_, = g, ; ainsi
I'on a, en remplagant n par Ain, puisque la fraction reste symé-
trique (n® 249),

Foprn = 2Fpn Gkna
Gopn = 2GE, 4+ (— ])Hhﬁi = Fspn—1,

Gonn—1 = 2Gra Gan—y.
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Posons, d'autre part, d’aprés le n° 249,

A = _fn o Fhu .
= ST TR ot
& n—t (J/Hlfl

on en déduit, par la rclatien fondamentale,

2 _ F1 —
AGhn—l — Fh”_‘ _J_(_l)/lll 1
et, par sui le,
F2[1;17‘1 - Gzlm = F/?m—l 1A Glzm—l -

Enfin, si l'on pose

I ) AG
Xp.—&-i = E.,;:L » Y pe1 T F;J‘ ’

on voit que les formules précédentes donnent

X _ Xon = Yoy 2 [ I
Aopn = —— >

) Yoo = N

de telle sorte que X,;, et Yaz, sont respectivement la moyenne
arithmétique et la moyenne harmonique de Xy, et de Yp,,. Par ce
procédé, on peut calculer les réduites X, en doublant continuel-
lement I'indice, et obtenir ainsi X.«, et Y,=,, sans calculer les
fractions intermédiaires (Voir I'dddition X).

FRACTIONS CONTINUES GENERALISEES.

252. Algorithme d’Euler. — Cumulants. — La notation des
fractions continues est souvent incommode dans la pralique; il est
préférable de se servir de I'algorithme d’EviLer ('), afin de géné-
raliser la théorie et 'emploi des fractions continues ordinaires.

Prenons des nombres quelconques, positifs ou négatifs, enticrs
ou fractionnaires,

o 1y G2 - Gy oo,

et formons une suite commengant par 0,1, (ue nous représcnle-
rons par

0, I, ” QO) Qi: QE’ “eey Qru ey

(') EvLER, Solutio problematis arithmetici de inveniendo numero qui, per
daitos numeros divisus, relinguat data residuc (Comm. Ac. Petrop., t. VII,
P- 46). — De usu novi algorithmi in problemate Pelliano solvendo (Nov.
Comm. Petrop., t. XI, p. 28). — Gauvss, Disq. Arithm., n° 27.
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¢t de telle sorte que chaque terme se calcule successivement au
moyen des deux précédents et du nombre ¢ correspondant, par la

lor de réeurrence
Q, = QnQn—l+ Qn-e.

On effectue le calcul de la fugon suivante, de gauche a droite,

i 7o T T2 g3

o t 7o l Fogy—1 ?09’19’2""72—" Go g3 Qa-- Q

Qo Q; Q, : Q3

St les nombres ¢ sont entiers ct posinfs, O, désigne le numéra-
teur de la fraction dont le développement en fraction continue
donne les quotients incomplets ¢y, ¢4, ..., ,; mais, dans le but
de la simphfication et de la généralisation, nous désignerons, avec
Eurer, le nombre (3, par le symbole

{q()s (]ly 925 ---,-QH],

et nous dirons que celte expression représente le cumulant des
(n-+-1) ¢léments g4, gy, ¢2, ..., ¢n, pris dans un ordre déter-
miné. Avee cette notation, la loi de récurrence s’écrit

[gorquree i gul = @ulGos qus oo  Gnoa] = [Gos F1v- - -y Gu—2]-

Lorsque tous les éléments sont ¢gaux a 1, le cumulantde n élé-
ments est égal ao terme w,,, de la suite de Fisonaccr. Mais, plus
généralement, en laissant aux éléments du cumulant des valeurs
arbitraires, on aper¢oit que tous ses termes sont dissemblables et
ne peuvenl se réduire entre eux; par suite : Le nombre des
termes du cumulant de n éléments quelconques est égal au
terme tny, de la suite de Froonaccr.

Au lieu de prendre pour valeurs initiales les nombres o et 1,
nous pouvons prendre les nombres 1 €l o, tout en conservant la
méme loi de formation; nous formons ainsi des nombres R dont
les premiéres valeurs sont

1,0, Ro=o0, Ri= q, Re=g192+1,
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On voit immédiatement que ¢4 n'entre pas dans les valeurs
de R; datlleurs Ry= o0, R, = ¢,. Par conséquent, les autres va-
leurs s’obtiecnnent avec les éléments du cumulant, en supprimant g,.

On a donc
an I(]la VEIR/ETRRES 9::]-

Considérons enfin une suite S ayant pour valeurs initiales
Si==0 et S, = a; et calculons successivement les autres termes
3
par la loi de formation

S, = Q’usnfl + Sy .

On apergotit, par le caleul des premiers lermes, comme pour
les restes obtenus dans la recherche du plus grand codiviseur de
deux nombres (n” 1893, que I'on a, pour toute valeur de n, la

formule

< - . r
Sp--aN, - bY,,

dans laquelle X, et Y, ne contiennent ni @, ni 6. Si I'on fait @ = 1,
b == o0, on a donc
Xu B [qn, L7 SRR (]u],

ct siPonfalta=o0et =1, ona
L P - T Y ol 8

Par conséquent, on a pour l'expression de S, , calculée par
cumulants, en prenant pour valeurs Initiales S, et 8, deux
nombres quelconques, 4 el a,

Sn-f' fl[f]o, 71!---3(]H]—‘L b[(]l:q%""q"]‘

Dratlleurs, en supposant arbitraires tous les éléments du cumu-
lant, ainsi que @ et b, tous les termes de S,,, sont dissemblables,
el leur nombre est égal an terme w4, . de la suite de Freonaccr.

253. Propriétés des cumulants. — Si 'on remplace, dans la
dermiére formule du numéro précédent, & par 1 et @ par g,, en
prenant ¢y, ¢a, ..., ¢, pour ¢léments du cumulant, on a

(1) [0 s gn) = Gol g, 90 - qal + (90 G5y -5 qnl.
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D’ailleurs, nous avons trouvé plus haut la formule

(2) [9’0: Gi1s o0y 911] = 9;1[90, g1y -+, (In—l]'l‘[qm dis-- «91172]-

Nous démontrerons d’abord cetle proposition : S¢ l'on change
tous les signes des n éléments d’un cumulant, on multiplie
celui-ei par (——1)2. En effet, cetie propfiété a évidemment lieu
lorsque le cumulant se compose de 1,2,3,... termes. Suppo-
sons qu’elle soit vérifiée pour les cumulants de (7 — 2) et de
{n—1) éléments; la formule (2) nous montre qu'elle est encore
vérifiée pour n éléments. Donc la propriété subsiste pour un
nombre quelconque d’éléments du cumulant.

On a aussi la proposition suivante : Quelles que soient les va-
leurs des éléments d’un cumulant, on a la relation

(3) [-(107-'qu]'[ql:"'aqll—lj [90-----911-1][9'1,-'-,9"]:(“ [)"ml-

En cffet, lorsque les éléments du cumulant sont des nombres
entiers et positifs, la fraction continue

1
qo

gi--__ !

92 - . I
est égale a la réduite (n° 242)

.ifl - [90-7{])777-- oy 9!1]

é’n N [9’17(]% ---,gu ] !

el nous avons trouvé la relation
fn 5’,171*_]‘};7157,! = (— ety

mais la méthode de raisonnement qui nous a permis d’établir cette
formule ne sappose pas que les nombres ¢, sont des entiers, et la
méthode s'applique a des nombres quelconques, entiers ou frac-
lionnaires, posilifs ou négatifs. Par conséquent, la relation pro-
poscée est démontrée.

Enfin, on a encore le théoréme suivant : Un cumulant ne
change pas de valeur si Uon renverse 'ordre de ses éléments.
En d’autres termes, on a I'égalité

(1) [0 qt -y gu]l = [Fns---; 91, 9ol
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En effet, cette propriété est vérifiée lorsque le nomhre n des
éléments du cumulant est égal & 1, 2 ou 3; supposons-la vérifide
pour les cumulants de (n—2) et de (n —1) éléments. Mais si
'on renverse, dans la formule (2), 'ordre des éléments qui sout
supposés arbitraires, on a

[(/f!* dn—1, ---:’]OJ = ’]O[an (_IJL%«,---9(]1]+{9’m‘]n—h---yf]27l§

st Pon compare cette formule avec la formule (1), on en déduit
immédiatement U'exactitude du théoréme énoncé.

254. Fractions continues généralisées. — On a encore considéré
les fractions continues sous la forme géndrale

dans laquelle les-a et les b sont des nombres quelconques, positifs
ou négalifs; on obtient pour les premiéres réduites

.f() gy, o =1,

Ji=bfoo may, &1 7 by,

/2 s bz_fl “- eta fu, e = by gy —+ 9 o,

................... s P
................... R e ety

fu = bflfIL'-l+ anfn—z; ga=byugu—+ T &n—2-

On pourrait ainsi trer f, ¢t g, sous forme de délerminant;
mais 1l n’y a aucun avantage a cetle transformation. On démontre,
comme pour les [raclions conlinues ordinaires, que la loi de forma-
tion des deux termes des réduites cst générale. La relalion fonda-
mentale devient

Ip&par—=Jprgp={(— 0P VYayay. .. ay;

mais les réduites ne sont plas des fractions irréductibles. On a
encore la série alternde
S So , ) Loy (ty rita Lty

e e = L ()P — —
Ep So o0& £152 1513 S h=15p
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Enfin, on peut remplacer ces fractions conlinues, au moyen de
I'algorithme d'Evien, en posant

_ 0y

Go— Qo gy =

byt fr501a
3 32

’ gr— 3= ——>

ay (45 a)dy
Fzremple I. — Transformer en fractions continues ordinaires les fractions

1 1
a -+

[}_!, {)_..,__.L,
C

On trouve pour la premiére, en supposant & et ¢ >>1, les quotients
incomplets

a, (b)), . (c—1),
et pour la seconde, en supposant &, (¢ —1) et & >1, les quotients in-
complets
a, (e—n, 1, te—2), 1, (d—1}
Lxemple Il. — Calculer les réduites successives de la fraction continue
généralisée
T
2 —
]
2 —
I
2 — —
o _
On trouve
S 2 fi 3 S 1 Jn "o
et — = -y YD = = iy Y = —- .
2o 1 £1 2 £2 3 &n o

Exemple III. — Calculer les réduites de la fraction continue

. 2
3— j:—: "
2
3
3=
On trouve
So 3 Lh_z L_¥»o 0 Su_ 2t
& 1 g 3 g 7 ’ &n 28+l 1
Remanque 1. — Lorsque 'on développe un nombre fraction-

naire en fraction continue ordinaire, on prend constamment le
quotient incomplet par défaut; on pourrait prendre constamment
le quotient incomplet par excés, et alors toutes les fractions int¢é-
grantes auraient — I pour numérateur,

CHAPITRE XXIV. — LE8 FRACTIONS CONTINUES, 463

Remargue Il — On peut aussi prendre le quoiient le plus
approché, soit par défaat, soit par excés, et alors les fractions in-
tégrantes auront pour numéraleur, soit + 1, soit — 1, d’aprés lu
suite des calculs.

Remarque III. — Enfin, on peut encore développer un nombre
fractionnaire en prenant alternativement les quotients approchés
par défaut et par excés. On obtlient, dans ces différents cas, des
fractions continues généralisées qui peuvent étre utiles dans la so-
lution de certaines questions {').

255. Développement du cumulant d’éléments égaux. — On peul
se proposer de développer le cumulant

[, z, 2, ..., )y

dont tous les ¢léments en nombre n sont égaux 4 .r. On trouve,
pour les premiers développements,

[c] ==,
[z, x] = 2%+ 1,
[, 7, x] = 2%+ 22,
[z, z, x, ] = 2*+ 32 + 1,

[z, &, ¥, 2, 2| = &%+ f23+ 3,

On voit ainsi que le cumulant de 2 éléments é¢gaux 4 z est un
polyndme en z de degré n, que nous désignerons par ¢,(x).

Il ne contient que des termes dont les exposants sont de méme
parité; d’ailleurs le tableau des coefficienis représente le triangle
arithmétique dont les lignes sont placées parallelement a la diago-
nale descendante ¥ . On a ainsi

(1) op =+ Ch_ wn=24 CF_son—4+ Gl g b+,

on vérifie facilement, a posteriory, 'exactitude de cette formule,
par la loi de formation

Qnit1 = TCQn —+ Pn-1 et Go=1,

(') Gavuss, Disq. arith., n* 177.
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¢n lenant compte des propriétés fondamentales du triangle arith-
métique ().

Considérons la fraction continue périodique

ua

|
R~

le caleul de ses réduites se déduit facilement de ce qui précéde; en
effet, si 'on pose, d’aprés la formule (1),

(2) Wa=pr =Gl pr2g -+ Ch,prrg? = Gl pntg3 —.. .,

la réduite de la fraction continue précédente, contenanlt n fois le
nombre p et (n —1) fois le nombre ¢, a pour expression (0, : 0, _, ),
etPon supposera Wy =1,
Les résultals précédents conduisent a des formules importantes
pour le développement des fonctions numériques du second ordre.
St 'on considére la suite récurrente donnée par la relation

U.nLJrl:PUH,*‘]Uan;

avec les conditions initiales définies par deux nombres quel-
conques U, et Uy, on déduil immédiatement (voir n° 179)

(3) Upsr1= Ui“p‘n_‘guoq'ﬁn,—i-
Lremple I. — Démontrer I'identité
n—43=2t—CLl  an2 G jon—v— |

Il suffit de supposer p = 2, ¢ =1, dans la formule {2), en se reportant a
VExemple I, du numéro précédent.

Exemple IT. — .Démontrer Ia formule

Upry _ Us q q? gr 1

U, U U0, TU T 0,0,

(') Les formules (1) et (2) correspondent aux développements bien connus de
sinn s

sin g
par VIETE ( Opera, Leyde, 1646; p. 295-29g).

et de cosnz suivant les puissances de cosz, obienues pour la premiére fois
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En particulier, pour p =2 et ¢ =1, on retrouve la formule (n° 86)

I 1 T n
P - = .
1.2 2.3 n{n---rj n -

INTERCALATION ET MEDIATION.

256. Intercalation des suites. — Soit une suile de nombres
quelconques,
a, &

?

[ Y N &

désignons par S, leur somme, par N, leur nombre, parT, leur
somme alternée (+a — b +.. .}, et enfin pars =a -+ {,la somme
des extrémes. Intercalons dans chacun des (N, -- 1) mtervalles,

formés par deux termes consécutifs, la somme de ces termes; nous
formerons une antre suite

a, a—>b, b, b+e, ...k L—d f

2

ayant les mémes termes extrémes ¢t dont nous désignons le
nombre des termes, leur somme et leur somme alternée par
X
Npsty Spiy et Ty
On trouve aisément

( \l,,uf'f?.i\,,ffl.
(') S/HJ"' 3 S,,--—S._.
T',,_H sy —S/,+S.

Prenons une premicre suite initiale 3, et formons successive-
ment d’aulres suites par le procédé d'intercalation que nous venons
d’employer. Remplacons successivement p par les nombres o, 1,
2, 3, ..., (p—1), dans les deux premiéres formules précédentes;
il vient

Ny=2Ny —1, | S=3S, —s
Ny, =N, -1, Se =38, —s,
Ny=2N, —u, Sy == 38, - -s

S T T ¥

Np=2N,—1, | S,=38,,—s.

Multiplions respectivement les égalités obtenues pour N par

21, ap—i 0 22 o g,
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et les égalités obtenues pour S par

3p—1, 3p-z,

fatsons les sommes des égalités obtenues; nous avons ainsi les for-

mules
| Np= 2r (Ng—1) +1,
3r— g
(2) Sp= 3Fr S+ 5
. 3p—1 g
! T,=-—3P"18; - s.

.

Plus particuliérement, sila suite initiale se compose de deux
termes de somme s, on a plus simplement,

N, = 1+ 27,
(3) SS‘,,:(I—-P—:‘P) E,
{ T,=(1—3r1) g
Exemple I. — Calculer les six premiéres suites que l'on obtient par

intercalations successives, en partant de 1 et I.

Exemple If. — Démontrer que les deux plus grands termes de la suite
obtenue aprés p intercalations sont égaux au terme zp4q, de la suite de
Fisonaccr, et que leurs rangs sont donnés par 'expression

o2 ()P
I+ 2pA2 -+ ____u_)__ .

3
Exemple III. — On donne n nombres a,, &y, ¢o, ..., Ay, ko, £; on
forme une premiére suite, a,,&,, ¢;, ..., en remplacant chacun d’eux par

la somme de tous les autres, et ainsi consécutivement; trouver Pexpres-
sion des termes de la suite d'indice p.

En désignant par s, la somme des nombres donnés, I'un d’eux, ¢, par
exemple, devient

_(r—p— (P

Cp n so+(—1)Pcq.
(Ep. CoLLIGNON.)
287. De la médiation. — Considérons deux fractions i termes

positifs

b d
—_— et —
a [4

2
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intercalons entre ces deux nombres une fraction ayant pour nu-
mérateur et pour dénominateur la somme des numérateurs et des
dénominateurs des fractions données; nous obtenons une fraction
que nous appellerons la médiante des deux premiéres. Lorsque
les dénominateurs a et ¢ sont égaux a 1, ]a médiante devient la
moyenne arithmétique, mais il n’en est pas de méme dans le cas
général (n° 84).

Ainsi, par ce procédé dit de médiation, dont on trouve de
nombreux exemples dans les ouvrages d’Arcurvine et des géometres
de I'Inde, nous formons, avec les deux fractions données, la suite

) 'Ii, h+ gf‘

°y
a a-—+ ¢ c

Posons ad — he == A, nous trouvons pour les différences

d_b+d A
ac a+c a ala+c) ¢ a-+c¢  cla—+e)

b A b b A
«

Par conséquent, si l'on intercale entre deux fractions quelcon-
ques, i termes posilifs, leur fraction médiante, on obtient une
suite (1) de trois fractions & termes positifs, rangées par ordre de
grandeur, et les différences de deux fractions consécutives ont le
méme numérateur A. Intercalons les deux médiantes dans les
deux intervalles de la suite (1); répétons le méme procédé sur la
suite obtenue et continuons de méme; nous formerons ainsi des
suites de fractions 4 lermes positifs, rangées par ordre de grandeur,
el la différence de deux fractions consécutives a constamment A
pour numérateur.

Réciproquement, sil'on a trois {ractions consécutives

’

ISR

Yy d

- -2

T c

telles que leurs différences successives aient un numérateur égal
au numérateur de la différence des fractions extrémes, la frac-
tion (y : z) est la médiante des deux autres. En d’autres termes,
si l'on a

ad— be
cx |

= —— —_—

o4
Fa axr

_2 ad—be d y
a e x
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on en déduit
r=a-+c, y=0-+d.

Reprenons la suite (1) et intercalons les deux médiantes

26+ d b+ ad
— el :

2a 4+ ¢ a—+2c’

elles ont pour médiante et pour différence

3(b+d) . 3A .
3(a+¢) (2a+¢)(a—+2ac)’

par conséquent, dans les suites obtenues par les médiantes succes-
sives de deux fractions, une fraction quelconque est égale, mais
non identique, & la médiante des deux fractions qui la compren-
nent.

En particulier, supposons A =1; alors les deux fractions don-
nées sont irréductibles, et il en sera de méme de toutes les frac-
tions médiantes obtenues. On a donc ce théoréme :

Si Uon intercale continuellement les médiantes de deur
Jractions irréductibles et dont la différence a pour numéra-
teur l'unité, toutes les fractions obtenues sont irréductibles et
rangées dans chaque suite par ordre de grandeur; la différence
de deux fractions consécutives a pour numérateur I’ unité; toute
Jraction est égale a la médiante des deux fractions qui la
comprennent. Enfin, les numérateurs et les dénominateurs
de deux fractions consécutives sont premiers entre eux.

Pour déterminer le nombre des fractions d'une suile de mé-
diantes, les sommes de ses numérateurs, de ses dénominateurs ou
les sommes alternées, il suffit de se reporter aux formules du nu-
méro précédent.

Considérons deux fractions continues donlt les r premiers quo-
tients incomplets sont les mémes et dans le méme ordre

+
b d
91z+ a’ 9/:"‘*';
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nous allons démontrer que la fraction médiante de ces deux
fractions peut s’obtenir en remplacant les restes (& :a) et (d: c)
par leur médiante. En effet, désignons par (B, ,:A,_,) et
(Ba_y:Ap_y) les réduites qui correspondent aux (n — 2) et aux
(n — 1) premiers quotients incomplels, nous avons

E _ (bgp+a)By 1+ 5By s

AT (bgpta)Ap +b0A T
D
G

_ (d gn—+ €)Bpg+ AB, » .
- (dq:a+ c) Ay +dA, s’

ces deux fractions ont pour médiante

B+D _[brdgatarc]Biyi+b+dB,s
A-+G [b—f—dgn—q—a%—cj Api+b v dA,_s

On a donc

bD !

A cT 1
Grooe, o 1
e
b-+d
I+

@-rc’

Y

dailleurs, s1 les fractions & termes positifs (b:a) et (d:c¢) ne
surpassent pas 1, lear médiante csl comprise entre o el 1.

258. Suites de Brocot, — Ces suiles ont été considérées pour
la premiére fois par Brocor, dans un intéressant opuscule sur les
calculs de I'horlogerie ("). Elles proviennent de I’intercalation suc-

. . Ly - . ] o 1 .
cessive, par voie de médiation, des deux fractions s et - dans!’in-

tervalle desquelles se trouvent tous les nombres commensurables
positifs. La premiére suite obtenue est

cn nous bornant aux nombres commensurables compris entre o
et 1, il nous suffit de conserver les deux premiers Lermes, puisque

(") Calcul des rouages par approzimation, nouvelle méthode, par Brocor,
horloger (Paris, 186z).
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les nombres commensurables inverses des premiers se trouveraient
placés, dans les suites successives, i égale distance de la fraction L

Avec cetle restriction, nous formons les suites

0 r.
31 T e -
o l 1,
P2 1 2 T
8, | © ! ! 2 I
1 3 2 3 1
8 o 1 1 2 ' 3 2 3 1
Yl g O 500 3 4 1’
o 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1,
B |7 5 i -~ 3 8B 3 7 2 7 3 8 3 7 3 35 4
-3
Bp |y wh wd wd wfp . . . . . . . .

Nous allons démontrer que tout nombre commensurable a termes
positifs apparait dans 'une des suites et, par conséquent, dans
toutes les suivantes; nous avons ainsi deux problémes a résoudre :
1° Déterminer I'indice de la suite et le rang du terme de cette suite
qui contient un nombre donné (4 ; a); 2° Déterminer la valeur d’un
terme de rang donné n dans une suite 3, d'indice donné.

En d’autres termes, supposons

il s’agit : 1° de calculer toutes les valeurs de n et de p qui corres-
pondent & deux nombres donnés a et & posilifs ¢t premiers entre
eux; 2° de calculer la valeur de 4 et celle de @ qui correspondent
aux valeurs données n et p de deux entiers positifs.

Nous observerons d’abord, par la loi de formatlion des suites,
que tout terme u, apparait dans toutes les séries suivantes, et que,
si p augmente d'une unité, l'indice n se trouve multiplié par 2;
on a donc, pour tout entier positif «, la formule
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par conséquent, pour connaitre les diverses places occupées par
une fraction donnée, il suffit de savoir le rang qu’clle occupe dans
la suite, quand elle apparait pour la premiére fois, ainsi que I'in-
dice de cetle suile.

En particulier, on a wgy=1; la fraction { apparait donc, au
rang n —= 27t dans la suite d’'indice p; on retrouve ainsi le
nombre N, ==(1 + 2£7"') des termes de la suitc; il en résulte que
Pon a toujours n 22!,

En second lieu, on voit tout de suite que lc second terme ug

. I r
d'une suite quelconque est g+ par conséquent,

R r.
uq+1 - (; ’
si, dans cette formule, nous remplacons successivement « par
les valeurs 1,2, 3, ... (p — 1), et ¢ parles valeurs complémentaires

A
(p—1), (p—=). ..., 2, 1, nous obtenons
I [ g I ap—1t I — I
[ 2 s °»o_ ... r-=_ -t
upu P! llp—[’_la il “P E p 7}_) 1 M’) = 27 H’i' I

Ainsi, on peut calculer directement la suite d’indice p, sans
calculer les suites précédentes, en écrivant les inverses des nom-
bres entiers

I 1 I 1 i 1
b - - - 3 r 57 T -2
Poop— p—2 i 1

et en intercalant dans les intervalles successifs, par médiation, des
médiantes en nombres

o, 1, 3, 5, ..., (20 F—).

Pour déterminer les indices qui correspondent a la premiére
apparition d’une fraction (4:a) comprise entre o et 1, nous la
développerons en fraction continue ordinaire. Soit donc



e
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Grsqas - -, qu désignant des entiers positifs, avec la condition
9n > 1.
On a donc
I b

- - -

_—— T -

~ \ﬁy
g i a 1

dans la série d'indice (g, + 1), les deux fractions qui comprenncent
(b:a) sont consécutives, puisqu’clles ont pour rangs n=1 et
1t = 2; par conséquent, puisque, dans la succession des suites,
toutes les fractions sont rangées par ordre de grandeur croissante,
cette fraction ne pourra se trouver pour la premiére fois que dans
une suite ultérieure, et comprise entre les deux fractions extrémes
des inégalités précédentes. Cela posé, intercalons les médiantes
entre les fractions continues

I I

) I (83
2 Gi— -

ces deux fractions ont les mémes quotients incomplets; on peut

done faire cetle opération surles fractions } et !; faisons ¢, inter-
calations successives par médiation; la fraction qui précédera la

dernicre des deux précédentes (13 ¢g,) sera

"ot

mais (1 ¢, ) aura pour rang 27: dans la série d'indice (- q2).
. . 1 R .y
Par conséquent, la fraction (g, ~+ 5—) apparail pour la premiére
2
fois dans la série ayant pour indice (g, + ¢g,) au rang 2%+ 1;
elle apparait donc dans la suivante au rang 29— 23 si l'on
remplace g, par (¢, 1), on voit que la fraction

i
Gyt oo
71 qa—+1
apparait, pour la premiére fois, dans la séric d’indice (¢, + ¢, +1)

au rang
2T+l g,
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On a CIlSlli[,e
1 [7 1
- -

= P

1 Ta T B
g1+ — g+ —

I
o+ 92+’i;

)

dans la séric d'indice (g +- ¢ -i-1), les deux [ractions qui com-
b . . .

preonent - sont conséculives et ont pour rangs 1 ¢t o; en répétant
a

le méme raisonnement, on voit done que

apparail, pour la premiére fois, dans la suile 3 qui a pour indice
(14 724 qa) et aurang n = 20 (2% — 1) -|- 1.

Il est facile de continuer application de la méthode précédente
¢t d’en déduire ce théoréme : St on désigne par gy, ga, qs, - . ..
¢n les quotients tncomplets d’une fraction compriscentreoel 1,
cetle fraction apparait, pour la premicre fois, sous forme (rré-
ductible, dans la suite de Brocot dont {'indice est égal @ la
somme des quotients incomplets, et le rang qu’elle occupe apreés
7 dans cette suite a pour expression le cumulant

(= 0y == 2%, <oy, — oty o (— L)e=To7n],

[.a premiére partie de ce théoréme a été ¢noncée par Havpnex,
mais démontréc d’une autre maniére {*). On a celte autre propo-
sition : La suite de Brocot d’indice p se compose de toutes les
Jractions irréductibles, comprises entre o et 1, dont la somme
des quotients incomplets de leur développement en fraction con-
tinue ordinaire, ne surpasse pas {’indice p de la suite.

Dans la suite 8,, les termes wy de rang n impair représentent
les fractions médiantes de la suite 8,_,. On a donc encore cc
théovéme : Les fractions irréductibles, comprises entre o et 1, el
dont le développement en fraction continue ordinaire donne
wne somme de quotients incomplets égale & p, sont en nombre

@ P

(") Havrren, Sur des suites de fractions analogues ¢ la suite de Famrey
(Bull, Soc. math., t. V, p. 170; Paris, 1877).
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Enfin, la somme des quotients incomplets d’une fraction (¢ 1 p),
comprise entre o et 1, réduite en fraction continue ne peut sur-
passer p. Par conséquent : Dans la suite de Broeot de rang p,
on trouve, pour la premiere fois, toutes les fractions irréduc-
tibles de dénominateur p; ces fractions y sont en nombre ¢ (p),
indicateur de p, dans cetle suite et dans les suivantes.

259. Suites de Farey. — On peut encore se proposer de ranger
suivant I'ordre de grandeur croissante toutes les fractions irréduc-
tibles dont le dénominateur ne surpasse pas un nombre donné; on
obtient des suites considérées par Faney ('), qut a éooncé le théo-
réme suivant

Sil'on range par ordre de grandeur toutes les fractions
irréductibles, comprises entre o et 1, et dont le dénominateur
ne surpasse pas un nombre donné, chacune de ces fractions
est la médiante des deux fractions qui la comprennent.

Nous appellerons suite de Farey d’'indice p la suite ordonnée
des fractions irréductibles, comprises entre o et 1, dont les dénomi-
nateurs sont tous les entiers qui ne surpassent pas p. Nous allons
montrer comment on peut former directement cette suite et déter-
miner le nombre de ses termes. Considérons la suite des fractions

0 ] I I 1

~> s eery oy
3

tCop p—t p—>

| -

oo
-

intercalons entre chacune d'elles la médiante, autant de fois que
nous le pourrons, mais en n'insérant que les fractions dontle déno-
minateur ne surpasse pas p; nous formons ainsi une suite incom-
plete de Brocor, dont les propriétés fondamentales subsistent.

Toutes les fractions obtenues sont irréductibles, rangées par
ordre de grandeur; chacune des fractions est égale a la médiante
des deux fractions qui la comprennent; la différence de deux frac-
lions consécutives a pour numérateur 1; deux numérateurs consé-
cutifs, ou deux dénominateurs sont premiers entre eux.

(*) Ge théoréme a été énoncé sous une forme un peu différente par FAREY dans
le Bulietin de la Societé philomathique {Paris, 1816), et démontré pea aprés par
CAucHY.
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On peut d'ailleurs simplifier le calcul précédent en se bornant
a I'intercalation des fractions jusqu’a 4; on oblient les autres en
retranchant les premiéres de 1.

Pour déterminer le nombre des termes de la suite de Farey
d’'indice p, on observe que cette suite se compose de toutes les
fractions irréductibles, ayant pour dénominateurs 1, 2, 3, ..., p;
par conséquent, en tenant compte des fractions extrémes Sety,0n

a ce théoréme :

Le nombre des fractions de la suite de Farey de rang p est
égal a 1 augmenté de la somme des indicateurs des p premiers
nombres; ¢ est-a-dirc &

p
I+a(1)-=e(2) ... —alp)=—=1-- [ pl(p).
1

Sil'on retranche ce nombre du nombre des termes de la suite
correspondante de Brocot, on en déduit encore cette proposition:
Les fractions irréductibles comprises entre o et 1, dont le déno-
minateur surpasse p, mais dont la somme des quotients incomplets
dans le développement en fraction conlinue ne surpasse pas p,
sont en nombre

i

1
ap—1 - [ o(p)
N |
Enfin, on peut encore considérer des suites analogues a celles
de Farev ; on peut ainsi astreindre les numérateurs a la condition
de ne pas dépasser un certain nombre donné.

Exemple I. — Former la suite de Farey, d'indice 7. — On trouve
o 1 1 I 1 2 [ 2 3 (1) 3 3 , (), [
e L, 2, o, 2, 2 z 0T, a2, -
1 y 7’ 6’ 55 4 7 7’ 3 b 5 2 7 b 2 2 7 b 5 7 1

M. SyYLVESTER vient de publier plusieurs Mémoires fort intéressants sur
la Partition des nombres et sur les suites de FAREY; nous y reviendrons
ultérieurement.

SUR L’EQUATION INDETERMINEE ax by =c.

260. Objet de Ianalyse indéterminée du premier degré. — On
sait que toul systéme de n équations du premier degré, & n incon-
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nues, donne un systéme unique de solutions, lorsque le détermi-
nant A des coefficients n’est pas nul; mais, lorsque A est nul, le
systéme est 1mpossible on indéterminé. Dans ce dernier cas, le
nombre des équations distinctes surpasse celuides inconnues d’un
entier que 'on appelle 'ordre de I'indétermination; alors on peut
se proposer de ne rechercher que les valeurs entiéres des incon-
nues. Nous supposerons, dans ce qui suit, que les coefficients des
inconnues et les termes connns sont tous entiers, car sil en était
autrement 1l suffirait de multiplier les deux membres de chaque
¢gnation par le plus petit comultiple des dénominateurs, dans les
conslantes réduites a leur plus simple cxpression. L' Analyse in-
déterminée du premier degré a done pour objet de rechercher
les solutions entiéres d’un systéme indéterminé d’équations du pre-
mier degré ct 4 conslantes entiéres,

Considérons une ou plusicurs équations de la forme
(1) ar-t-by-+—cs+...=n;
tout codiviseur des coelficients a, &, ¢, ... divise nécessairement
n, si les inconnues sont enti¢res. Par conséquent, pour qu’un sys-
téme indéterminé soit possible, il faut d’abord que, pour chaque
¢quation, le plus grand codiviseur des coefficients divise le terme
connu; par suite, on peul supposer ces coefficients premiers entre
eux. D’ailleurs, on doit observer que cetle simplification ne mo-
difie ni le signe des inconnues, ni le nombre des systémes de so-
lutions.

Pour abréger le langage, nous appellerons systéme minimum
toul systéme de solutions enLi¢res pour lequel la somme des carrés
des inconnues est la plus petite possible, et systéme positif toul
systéme de solutions entiéres pour lequel il n'y a aucune inconnue
négative.

Enfin, nous appellerons systéme négatif, tout systéme on Pune
au motins des inconnues a une valeur négative.

261. Sur la partition des nombres. — Lorsqu’il ne s’agit que
d’une seule équation, on peut supposer » non négaltif, car s’il en
¢tait autrement on changerait les signes des deux membres. On
peut aussi supposer positifs les coefficients des inconnues, car st un
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coefficient était négatif, on changerait le signe de I'inconnue cor-
respondante.

La recherche de tous les systémes positifs de 'équation (1), dont
les constantes sont entiéres et positives, constilue un probléme qui
rentre dans la Partition des nombres. Comme Evier 1'a montré,
ce probléme revient a 'étude du développement de

1
(L—=Eo)(1—E)1—E). .

ordonné suivant les exposants croissants de £. En effet, en Suppo-
sant § <71, on a

ok R L taa
I*E“ =1 4 2 *w—]{((,
1
— Eh E2h Iyl .
1 — kb 77[TEJ_‘E—§ )”7"'"'-1"‘(’ e "In
>
T
2 r-
[_.__t_( | — EC _“,,E‘( L= E3E ,, R(.
— e

si 'on multiplie membre 4 membre, on oblient une expression de
P ;

Ta forme
J+A15+:\2£‘2+.. -‘—A”E” RPN FI‘;“

dans laquelle A,, est précisément égalau nombre des systémes po-
sitifs de 'équation (1). Les nombres a, &, ¢, ... étant donnds, et
premiers entre eux, le coefficient A, est unc lonction de n que
nous désignerons par w(n).

262. Résolution de I'équation & deux inconnues. — Soit I'équa-
tion
(1) axr-+ by =«

dans laquelle nous supposerons a et & posilifs et premiers entre
eux, el ¢ non négatif. Le cas de @ ==1, ou de b =1, peut se traiter
directement, mais il rentre dans la théorie générale comme celui
de ¢ = 0. Soit donc & > 6> 1. On tire de I'équation donnée

ar —c¢c=—by;
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si I'on remplace  par les valeurs
0, 1,2, ... (&—1)

on forme une progression arithmétique de raison a, et, puisque @
et b sont premiers entre eux, on trouvera une valeur 2’/ de x et une
seule, telle que o < £’ < b, pour laquelle on aura

ax' + by =c,

y' désignant un entier posilif, nul ou négatif. On détermine ainsi
une solution (z', ') pour laquelle z’ a la plus petite valeur pos-
sible, entiére et non négalive.

Ainsi I’équation (1) est toujours possible et, d’une premiére so-
lution quelconque (2o, ¥4 ), on déduit toutes les autres par les for-

mules
x—xy+ bt, ¥y =ys—at,

¢t désignant un entier quelconque.

Pour trouver une premiére solution de I'équation (1), on dé-
veloppe (@ :b) en fraction continue; si 'on désigne par (a: )
la réduite de rang (n — 1), qui précéde immédiatement (a:b),

on a
aB—ba={(-1);

d’ou la solution
o= (—1yre,  yom—(— e,

Lorsque les coefficients et & ne sont pas trés grands, on peut
encore calculer une premiére solution au moyen du théoréme de
FermaT, si b est premier, et au moyen du théoréme d’EvLer, si b
est composé, avec les perfectionnements que nous avons indiqués
au n° 232. En effet, on a, pour @ et b premiers cntre eux,

a¥¥l = (mod. &),
et s1 'on pose
= cal.l}(b)—l,

Vexpression (¢ — ax,) est divisible par &.

263. Systames minimums. — On a, pour la somme des carrés des

inconnues,
T+ yr= (Zy+ B2+ (Yo — al)?;
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désignons par t la valeur de ¢ qui correspond au minimum; on

trouve

a_}’o* bxn
a? - b2

’

et en remplacant la solution (a4, y¢) par celle que 'on déduit des
fractions conlinues, on a

- = (— )e-1 (,l,z,_f;b*@ '

‘0 atx b2
Pour que 7 soit entier, il faut et il suffit que (a2 + 5?) divise c,
attendu que (ax+083) et (aa -+ Ob) sont premiers entre eux,
comme fonctions linéaires de @ et de & dont le déterminant des
coefficients est égal & == 1 (n® 193). On a, dans ce cas, le systéme

minimum unique
o be
¥ - _ T ———— s
Wi YT ol

Lorsque © n’est pas entier, il est compris entre deux nombres
enliers consécutifs £, et 1= 1¢, - 1; 51 I'on désigne par ¢, el — 5,
les restes correspondants, on obtient les deux systémes

(at+ b%)xr) = ac—bpy, {(at—+ b62)xy = ac + bpy,

(at~ b)yys— be + apy; (at—+ b))y, = bc— ap,.

Lorsque 5, = g2==§ (a*+ 6?), on obtient deux systémes mini-
mums ; pour qu'il en soit ainsi, 1l {aut et 1l suffit que a et b sotent

impairs et que ¢ soit un multiple impair de j(a*- b2). Mais, si
oy et gy sont différents, on n’obtient qu’un sysiéme minimum qui

correspond au plus petit des nombres g, ou g,.

On peut représenter les systémes de solutions, sur un plan, au moyen d'un
systéme d’axes rectangulaires; d toute solution correspond un pointde coor-
données (x, y). On voit immédiatement que les points qui correspondent
4 toutes les solutions sont des points équidistants sur une droite AB déter-
minge par OA = (c!a) et OB = (¢:4).

Les coordonnées du pied P de la perpendiculaire abaissée de l'origine O
sur la droite AB sont positives ct égales a

ac be
at— 62 a4 br

Le systéme minimum, en nombres entiers ou fractionnaires, correspond
au pied P de cette perpendiculaire. On observera d’aillenrs que la méthode
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des fractions continucs donne la solution (#y, »,), en moindres nombres,

qui se rapproche le plus de —g, c’est-a-dire qui s’éloigne le plus du sys-
téme minimum.

Cette figuration géométrique montre encore immédiatement que lenombre
des systémes positifs est égal au quotient approché, par défaut ou par
excés, de ¢ par aé; que le nombre des systémes positifs diminue de 1, 2.
3, ..., ¢, lorsqu’on diminue ¢ de ab, 2ab, 3ab, ..., gab; enfin, que 'équa-
tion proposée ne peut avoir plus d'une solution en nambres non négatifs,
lorsque Von a ¢ < ab.

26%. Théordémes de Paocli et de Cesiro. Pour déterminer le
nombre w(¢) des systémes positifs de 'éguation

(1} ar --by = ¢,
nous considérerons, en premier lieu, I'équation
{2) A+ = q,

dans laquelle % et . sonl les inconnues; alors le nombre des sys-

temes positifs est égal & (¢ + 1). Considérons, en second lieu,
I'équation

(3) ar + by = r,

r désignant un entier non négalif <7 ab. Puisque toutes les valeurs
enticres des inconnues donnent pour az cl 4y des progressions
arithmétiques de raisons = ab, il ne peut exister plus d’un sys-
téme posiuif. Désignons, pour I'équation (3), par 2’ la plus petite
valeur entiére et non négative de z, et par )’ la valeur correspon-
dante de y, qui peut étre positive, nulle ou négative. Si 3 n'est
pas <o, I'équation (3) posséde un systéme positil; alors

x' est 'un des nombres o, 1,02, ..., (b —2), (b—1),

+ 3 » 0, 5,2, ..., (a—2) (a—1).

Mais si Pon a y' <C o, I'équation {3) n’admet aucun systéme po-
sitif ; alors

2" est 'un des mombres o, 1,2, ..., (b — 2), (b—1);

—¥ » 1,23 ...,(a—1).
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Considérons maintenant le cas général, et désignons par g et
par r Uentier et le reste non négatif de ¢ par ab. Posons

(4) x=a+ Ab, ¥y =y pa;
I’équation (1) devient
{2) At+p=gq.

Pour que les valeurs de x et de y fournies par les formules (4)
ne solent pas négatives, il faut et il suffit qu'il en soit de méme de
A et de p lorsque »' > o0; mais si 'on a 3’ < o, il faut supposer
w >>o0. Ainsi la recherche des systémes positifs de I'équation (1)
revient, par les formules (4), & la recherche du systéme positif de
'équation (3). En modifiant un énoncé de Pior1, on a la proposi-
Lion suivante @

Tutoneme. — Le nombre des systémes positifs de Uéquation
ar+by=c
est égal a Uentier q de ¢ par ab, ou & (g -1), suivant que
Uéquation '
axr—+by=c—qab—1r

est impossible, ou possible, en entiers non négatifs.

Plus généralement, si 'on désigne par ¢ el ¢/ deux nombres non
négatifs dont la différence soit égale a mab, on ala formule

w(c)—w(c')=m;

pour ¢'== r, on retrouve le théoréme précédent.
Il reste donc & déterminer le nombre w(r) égal @ 0 ou a 1, en
supposant 0 < r <Z ab. On observera d’abord que

w(r)=ru

lorsque r est nul, ou divisible par @, ou divisible par b; alors
P'ane des inconnues est nulle. On observera ensuite que

w(r)=o,

s1 r non divisible par a ou par & est plus petitque (@ + b), puisque
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z et y sont au moins égaux a 1. Pour les autres cas, considérons
deux valeurs r et 7/ dont la somme soit égale & ab; nous allons
démontrer que l'on a

w(ry+w(r)y=2 ou =r,

suivant que r est, ou n’est pas, divisible par Uun des coef-
ficients. 11 suffit évidemment de supposer r non divisible par I'un
des coelficients, attendu que de P'égalité

r+ r'=ab

il résulte que » et 7’ sont en méme temps divisibles ou non divi-
sibles par @ ou par b.
Soit w(r)=1; alorsona

o< b, o<y < a,
et la seconde équation peut s écrire
alex +2') < b(y +y") = ab;

le nombre (z - 2') qui n’est pas nul, divisant &, est au moins égal
i b; de méme (¥ 1 ') est au moins égal & a etle premier membre
serait plus grand que le second. Au contraire, si w(r)=o0, ona
' <Z o, et I'on obtient pour la seconde équation le systérae positif

r=5b6—2x, yr=—y\
Plus généralement, si 'on désigne par c et ¢’ deux nombres non

négatifs de somme nab, on a
wle)+w(cYy=n+1 ou =n,

suivant que ¢ est ou n'est pas divisible par I'un des coefficients.
Pour déterminer si w(7) est o ou 1, en supposant 0 < r < ab,
on peut employer un procédé direct, en formant tous les nombres
de la forme (@ax + by), qui ne surpassent pas  ab. 5i 'on suppose
d’abord r divisible par 'un des coefficients, on voit que les entiers
r divisibles par @, compris entre o et ab, sont en nombre (b —1);
de méme les entiers 7 divisibles par & sont en nombre (e —1);
enfin o est le seul nombre divisible & la fois par @ et par &; donc
le nombre de ces valeurs de r pour lesquelles 7 est divisible par
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'un des coefficients est (@ -+~ & —1). Les autres sont en nombre
ab—a-—b+1 ou (a-—-i)}(b—1);

par conséquent, 1l y a
jla—n)&—1)

valears de r pour lesquelles w(r) = 0. Ce théoréme a été énoncé,
mais démontré autrement, par Cesano (*).
On a, par suite, la formule

w(o)+w()+w(2)+...+B(ab—1)=ab— 1a—1){b- 1);
et, plus généralement,

5(0)+o()+w(2)+...+wB(gadb—1) = % (qab +a-+b—).

Mais il restait i trouver la valeur de & (r), lorsque - est donné.
Si l'or se reporte a la considération des systémes minimums, et
s1 I'on désigne par + 21 le reste positif minimum et par — 0, le
reste négatif maximum de la division de

(—)=aa+bB)r par at -+ b3,

on trouve, pour ces systémes minimums,

_ar—bp, [ ar + bp,
‘xl¥ ar+ 62’ ‘“T’: 2t 2
{ <

o br+ap ( br— ap,
ln=55 (="

Un seul de ces systémes peut étre positif; donc :
Trtorime. — Pour que U'équation
ar+by=r

soit possible en nombres entiers non négatifs, il faut et il suf-
JSit que U'un des nombres (ar— bp,), (br — ap,) ne soit pas né-
gatif, ou que leur produit ne soit pas positif.

Les formules précédentes donnent d’ailleurs les deux systémes
minimums.

(') Cesano, Sur diverses questions d’Arithmetique (Soc. roy., Liége; 1883).
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Exemple 1. — Résoudre Véquation

35x + 24y = 201.
On a
a = 35, b:g‘{, == 201;
@ =16, =11, n= 3;
puis
4 =-—go ct P = 68;

d’'oit Pon tire le systéme positif

Ezemple IT. — Le nombre total des systémes positifs des » équations
x4+oy=n—1i, w-+3y=n—2, sy nrH-{n=1y=o0

est égal a n.

265. Sommes de fractions simples. — On appelle fraction simple
toule fraction dont le dénominateur est une puissance quelconque
d'un nombre premier @ et dont le numérateur est compris entre o
et a. Considérons d’abord une somme de fractions simples dont
les dénominateurs sont des puissances diflérentes de a; soit, par

exemple, la somme

Ty X Ty
— 4.
a a1 a

dans laquelle z,, z,, ..., 24 sont des entiers positifs plus petits
que @, en supposant que x, ne soit pas nul. On a

z T+ ary+ atyy+.. - a¥lpy

a - as 2

cette fraction est irréductible, puisque a ne divise pas z,. Par con-
séquent, lasomme de fractions simples, ayant pour dénominateurs
des puissances différentes d’un méme nombre premier a, est une
fraction irréductible dont le dénominateur est égal au plus grand
dénominateur de ces fractions.

Considérons une somme de fractions simples dont les dénomi-
naleuars sont des puissances différentes de deux nombres premiers
a el b; en désignant par « et 3 les plus grands exposants de a el
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de 6 dans les dénominateurs, cette somme sera, d’aprés ce qui pré-

céde,
zhf - yar
axpp

x e

e e
a% = bf
la fraction qui représente cette somme est irvéductible, puisque a
premier & & eta b diviserait x 5B, Par suite, on a ce théoréme gé-
néral :

La somme de fractions simples dont les dénominateurs sont
tnégauz deux ddeux est une fraction irréductible dont le dé-
nominateur est égal awproduit des plus hautes puissances des
nombres premiers contenues dans les dénominateurs.

Réciproquement, si dewx sommes de Jractions simples, dans
chacune desquelles les dénominateurs sont tnégaux denux adeur,
sont égales, elles sont identiques. En effet, les deux sommes sont
des fractions irréductibles égales; par conséquent, les dénomina-
teurs sont égaux et composés des mémes facteurs premiers; de
plus, dans chacune des deux sommes, les plus grands exposants
det puissances d'un méme nombre premier sont égaux.

Soit done

& X'y Y1 S
— 4 T B A k.
at a1 &B eY
SN W R T
at ax—1 ‘- 3 ' cY °

si 'on multiplie les deux membres par a*=* bBev. . ., on en déduit
que (z,— ) est divisible par a; et puisque z et 2’ sont positifs
et plus petits quea, on en conclut z, = #. En supprimant les deux
premiéres fractions égales, on démontre de méme que Zy = &, ...
ct ainsi de suite.

5i 'on étend le nom de fractions simples a des fractions dont
les dénominateurs sont des puissances d’un entier A >> 1, et dont
les numérateurs sont plus petits que A, la proposition précédente
subsiste, avec sa réciproque, pour des nombres quelconques A, B,
C,..., positifs et premiers entre eux deux A deux.

?

266. Décomposition des nombres fractionnaires en sommes de
fractions simples. — Considérons d’abord le cas d'un nombre
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fractionnatre irréductible dont le dénominateur est le produit de
deux entiers positifs A et B premiers entrc eux, et dont le numé-
rateur N est un entier positif ou négatif, mais nonnul. L'équation

AY +-BX =N

possé¢de unc infinité de solutions; on a donc d’une infinité de ma-
niéres la décomposition

N
AB T AR
Soient z et ¥ les restes positifs des divisions de X par A et
de Y par B; nous obtenons

N
AB

=*_ 7
=3B E,
E désignant un nombre entier positif, nul ou négauf; mas x
est compris entre zéro et A, et y entre zéro et B.
Remplagons B par le produit BC de deux nombres positifs pre-
miers & A et premiers entre eux, nous aurons
N _r ¥ g
ABG T & T Re T
en décomposant la fraction (y: BC)1 on déduit

!

-+ +E,

+

2
=,
ol bL

-
=]
o
k]

et ainsi de suile. Par conséquent, toute fraction irréductible dont
le dénominateur est le produit d’entiers positifs et premiers entre
eux deux a deux peut étre décomposée en une somme de frac-
Lions, comprises entre o et 1, augmentée d'un entier positif, nul
ou négatf.

Il résulte d’aillears du numéro précédent que cette décomposi-
tion est unique, bien qu'elle puisse s’effectuer de plusieurs ma-
nitres différentes.

Remplacons A par A%, Bpar BB, .. .; nous aurons donc I'égalité

N oz ¥ z

(1) ASBIGT. . A TmitomToth

danslaquelle toutes les fractions du second membre sont irréduc-
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tibles et comprises entre o et 1. Divisons x par A, puis le quo-
tient par A, et ainsi de suite, comme s'il s’agissait d’écrire le
nombre x dans le systtme de numération de base A, et suppo-
sons (n° 30)

T=2+ Axy+ Alxg+...+ A1z,

nous obtiendrons, en divisant les deux membres par A%,

X X X's &3 Lo,
Aax T Aa T Ra=i T Aa— TR

les numérateurs &y, &3, Ly, - .., Lo sont des entiers positifs, plas

petits que A, qui peuvent étre nuls, & 'exception du premier z,.

En opérant de méme pour les autres fractions du second membre
p P

de I'égalité (1), on en déduit

N gL T T Ta
A=BBCY ... T Ax T Rwr TTTR
i Y JB

LA RS A S A

BS ' BB B

2y 29 Sy

ﬁ—‘C—T—f—CY_l -+ ..+C
e

Done, tout nombre fractionnaire irréductible dont le déno-
minateur est le produit de puissances d’entiers positifs A, B,
C, ..., premiers entre eux deux a deux, est décomposable en une
somme d’un entier et de fractions ayant pour dénominateurs les
puissances de A, B, C, ..., et pour numérateurs des entiers posi-
tifs respectivement plus petits que A, B, C, .... Si ces nombres
ne peuvent étre décomposés en produits d’autres nombres, la dé-
composition est unique, d’aprés le numéro précédent; mais elle
peut étre obtenue de diverses maniéres.

En particulier, si I'on remplace A, B, C, ... par des nombres
premiers a, b,c, ..., inégaux deux i deux, on a ce théoréme :

Toute fraction irréductible est, d’une seule maniére, égale i
la somme de fractions simples, augmentée d’un entier positif,
nul, ounégatif.

Erxemple I. — Décomposer en fractions simples la fraction 3—51——
By
1 1 8
On trouve = b — +— — —1I.
3 5 17
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Lorsque 'on sait diviser géométriquement la circonférenceenp, ¢, 7, . ..
parties égales, on saura la diviser en pgr ... parties égales, si les nom-
bres p, g, r, ... sont impairs et prémiers entre eux deux a deux; et, par
suite, on saura la diviser en a%pgr ... parties égales. Les seuls nombres
Piq,r, ... connus actuellement sont les nombres premiers

3, 5, 17, 257, G533y,
et le nombre suivant serait (2128-+ 1), qui a 39 chiffres, si Pon pouvait dé-

montrer que ce nombre est premier ( voir n® 34§, Ex. T).

Exemple II. — Décomposer cn fractions simples le nombreﬁgg—'cﬁﬂ .
1271808720

On trouve ( Disq. Ardith., n® 317)

L o ‘I+i+l+4+'+3+5+7 i 22
s T T 3T 3T 3T AT 23T 477 bg
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NOTES ET ADDITIONS.

I. — Sur la partition des polygones (n° 37).

D'aprés une communication qui nous a été adressée par M. CayLEy, le
théoréme énoncé a la page g3 doit étre attribué & Kinkmaww, qui P'a dé-
montré dans son Mémoire : On the k-partitions of the r-gone, publié
dans les Philosophical Transactions (1. CXLVII; Londres, 1857).

D’autre part, nous avons recn de M. Euie PERRIN, professeur a I'Ecole
J.-B. Sav, les remarques suivantes : Soit ABC...HKL un polygone de
(n =+ 1) cités; choisissons AB pour base principale, et désignons par ay,
as, @y, ..., an les ¢cotés BC,CD, DE, ..., KA. 8i, par exemple, le triangle
ABG fait partie d’'une décomposition, le sommet G décompose le périmétre
BCD...GHK en deux polygones ayant pour bases principales BG et AG,
qui remplacent AB; de méme, si lc triangle BGE fait partie d’une décom-
position, il sépare le polygone BCDEG en deux autres, ct ainsi de suite;
on classe ainsi, dichotomiquement, les (n—1) sommets du polygone,
autres que A et B.

Plagons, sur une ligne horizontale, les cdtés

&y, 3, 4Aay, sy @y

et supposons, pour fixer les idées, que 7 est égal a 8. Si le point G fait
partie de la décomposition, il sépare a; de ag et nous représenterons cette
premiére décomposition par

(ah gy, gy Gy, a%&)) (aﬁa Qam, as);

puis, si BGE fait partie de la décomposition, nous séparerons a;, ..., @y
en deux par

((ar; azy @3), (ay, as))a (as, ar, as),

et ainsi de snite, Par conséquent, si l'on considére la décomposition du
polygone de g cotés, dans laquelle on a tracé les diagonales GK, GA, GB,
GE, BE, CE, on peut représenter cette décomposition par le symbole

(((aﬁ, (as, a3)), (@, as)): ((as, a7), (as)),
ou

ay, g, dg, dy, &y, dg A1, Ay
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En général, a toute décomposition d'un polygone de (n-+ 1) cotés, en
(n —1) triangles, correspond une maniére d’obtenir le produit de n fac-
teurs @y, dg, €3, ..., @n, par {n —1) multiplications de deux facteurs, en
effectuant suivant l'ordre des indices, et inversement. Par conséquent ;

Le nombre des maniéres d’effectuer le produit de n facteurs a,, a,,
-y Qp, @l moyen de (n -—1) multiplications de deux facteurs, pris
dans Uordre des indices, est égal au nombre des décompositions d’un
polygone convere de {n 1) cités en triangles, par des diagonales
qui ne se coupent pas & Uintérieur du polygone.

On en déduit facilement cet autre théoréme : Le nombre des maniéres
d’eflectuer le produit de n facteurs, au moyen de (n—1) multiplica-
tions de deur facteurs pris dans un ordre quelconque, est égal au pro-
duit du nombre des décompositions du polygone de (n-i-1) cétés en
triangles, par le nombre n! des permutations des n facteurs.

Fig. 6.
R
| R
M
|4

La figure ci-jointe nous montre encore que le nombre des maniéres d'in-
terpréter une fraction étagée de ntermes (n° 82, Ex. II) est égal au nombre
des décompositions d’un polygone de (7 +1) cOtés en triangles.

Et ainsi le nombre des classements, par voie dichotomique, de » objets
rangés dans un certain ordre, est égal au nombre des décompositions d’un
polygone de (n +1) cotés en triangles, par (n —1) diagonales qui ne se
coupent pas i l'intérieur du polygone.

II. - Sur le probléme des rencontres (n° 123).

Le nombre Qp des permutations de » lettres, ou aucune lettre n'occupe
la place que lui assigne son rang dans I'alphabet, est égal au nombre des
substitutions irréductibles de n lettres.

Cette méme question a été traitéc par LAPLACE et généralisée, an maoyen
de la théorie des fonctions génératrices, dans la Théorie analytique des
Probabilités (OEuvres, 1. VII, p. 242).

De ia formule

Qi = (n+—1)Q,+ (— 1)+,
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on déduit, en remplagant r successivement par 1, 2, ..., n, el en faisant
la somme des égalités obtenues,

Qn+t1 = 2nQp—+ const.,

la constante étant égale 4 o ou & 1, suivant que n est pair ou impair,

On peut obtenir diverses propriétés arithmétiques des nombres Q,. On
remarque d'abord que deux nombres consécutifs sont premiers entre eux,
par suite de la formule (2) du n® 123, De plus, Q. est divisible par r,
comme cela résulte de la premiére formule de la page 213. De la formule

symbolique

(P — )2 eta (Q -2+ 1)7,
on déduit la formule générale

f(P - z)eds fQ -+ 2 +1),

et ar exemple, ¢n su osant
] H

Sia) =3a"(z—1),
il vient
(P—2)(Pt+2—1)(Q+2x+1)"(Q+2),

et pour & =0
pr( P — l)":'l-Q‘(Q . I)".

Si 'on remplace r par un nombre premier p, en observant que P, est
divisible par p, pour n = p, et en tenant compte des restes du triangle
arithmétique, il vient

Qprs = Qg (mod. p);
on en tire, plus généralement,
Qapys ={— 0 Qg (mod. oh

et ainsi les restes de Q, par p se repraduisent périodiquement.

III. — Sur le probléme des ménages (n° 123).

Nous désignerons par F et I, avee les indices de 1 4 n, les n femmes et
leurs maris respectifs; puis, par

Ap le nombre des permutations des » ménages qui sont conformes a
I’énoncé;
Hn » qui présentent le seul défaut de finir
par 1;
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v, le nombre des permutations qui présentent un seul défaut, a l'ex-
ception de commencer ou de finir
par 1, ou de finir par n;

qui se terminent par 1 et présentent un
seul autre délaut.

Pn »

Supposons que fes n ménages soient assis antour de la table dans 'une
des ), dispositions cherchées et que survienne un ménage que nous dési-
gnerons par F,.y et H,,; alors les convives se serrent de maniére a
ouvrir deux nouvelles places formant un intervalle que nous pouvons ima-
giner situé immédiatement a gauche de Fy. Alors Fp4 se place dans cet
intervalle, et si son mari s’y plagait, la permutation serait fautive; mais le
mari H,; peut changer de place avec les n maris, & 'exception de deux,
H; et celui qui est & la gauche de Fy. Par conséquent, par cette intercala-
tion, nous obtenons (7 — 2) A, dispositions. Maig on peut encore obtenir
d’autres permutations, conformes a I'énoncé, en commengant par les per-
mulations fautives de n ménages, que nous avons désignées par u,,
Yy Pr-

(° Supposons que, dans lapermutation qui précéde 'arrivée des nouveaux
venus, le mari Hy soit 4 la gauche de sa femme Fy; dans ce cas, le ménage
d’indice {2 +1) peut se placer & la gauche de Fy; mais le mari H,,; doit
échanger sa place avee I'un quelconque des maris, a Uexception de H;; on
obtient ainsi (n — 1), permutations des ménages.

2° Supposons que la permutation qui précéde Parrivée des nouveaux
venus soit une de celles que nous avons désignées par v,, alors le ménage
d’'indice (n 1), se placant & la gauche de Fy, la permutation est fautive;
mais on ne peut la rendre conforme A I'énoncé que par l'échange de H, 4
avec le mari qui se trouvait a coté de sa femme; on a ainsi v, permutations
des (n 1) ménages, distinctes des précédentes.

3° Si la permutation qui précéde larrivée du (n -+1)“™ ménage est une
de celles que nous avons désignées par py, le premier défaut se trouve cor-
rigé par l'intercalation de F, 4 4 la gauche de Fy, et le second défaut par
Hpy1, qui remplace le mari qui se trouvait 4 coté de sa femme, tandis que
celui-ci vient se placer entre Fy et F,,,; par suite, p, permutations dis-
tinctes des précédentes.

Inversement, sil’on considére une permutation quelconque dp 4y de (7 1)
ménages, conforme aux conditions de l'énoncé, le départ du ménage
(7 +1) conduit & l'une des quatre dispositions que nous avons désignées
par Ay, @n, va €L p,. On a donc la formule

(1) 1,,+,:(n—f;))\,,—t—(n—x)p,,,r.twn—\—pn.
FPour obtenir d’autres formules, nous reprendrons la figuration sur un

échiquier de n? cases (p. 215), en désignant par a, b, ¢, d, e, les cases
que nous aurons a considérer plus spéeialement ( fig. 77). Les permuta-

NOTES ET ADDITIONS. ,193

tions sans défaut (X,) sont celles qui correspondent au probléme des
ntours placées sur les cases de échiquier, a I'exception des cases dc la dia-
gonale @c, des cases siluées immédiatement au-dessus, et de la case &.
Nous supposerons toutes les cases blanches, Fexception de relles que
nous venons d'indiquer et que nous considércrons comme nedres.

Les dispositions dans lesquelles une tour occupe la case a, et les (n—u)
autres tours sont sur des cases blanches, ont été désignées par W celles
dans lesquelles une seule tour occupe une case noire autre que a, b, ¢,
sont des v, ; enfin, celles 0u une tour occupe une case -noire autre que a,
b, ¢ ¢t o, en outre, unc tour occupe la case @, constituent la cati-
gorie p,.

St nous considérons 1'une des permutations p, et si nous supprimons
par la pensée la ligne et la colonne renfermant la case a, il reste un échi-
quier de (72 —1)* cases sur lequel les (7 —1) autres tours forment une

Fig. 73.

Probléme des ménages.

certaine permutation. Si la case e n'est pas occupée, cette permatation
rentre dans la catégorie A,y et si la case e est accupée, elle rentre dans
la catégorie g,._4. On a done

(2) M= Ap_q-t Ba—q-

Si nous considérons l'une des permutations vy, elle présente cette cip-
comstance que l'une des cases noires, autre que «, & ou e, est occupée
par une tour. Or, par des permutations circulaires des colonnes, puis des
lignes de I'échiquier, on peut amener cette tour a oceuper la position a
et former ainsi I'une des permutations p,; mais il ¥ a sur Véchiquier
(2n — 3) cases noires autres que &, b, ¢; on a donc

(3) Vo= (28-—3)tp.

Enfin, dans une permutation p,, la case @ est toujours occupée. Sila
case d est occupée, la permutation figurée qui reste lorsque l'on supprime
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1a ligne et la colonne contenant @, appartient a la catégorie p,~y, COMmMe
on le reconnait facilement en tournant l'échiquier d'un demi-tour autour
de son centre. Si la case d n’est pas occupée, on peut toujours amener la
casc fautive & occuper cette place extréme par des permutations conve-
nables des lignes et des colonnes, ce qui donne une permutation pn 43
mais comme il y a (27 — 3) cases noires que l'on peut amener en d, on
en conclut la formule

(4} pn=(21—3)ttp—1+ Dn—y.
Des formules (1) et (3}, on déduit
(5 A= (R —2) 2+ (3n— 4) pn+ 2n.
\n moyen des diverses relations qui précédent, et des valeurs initiales

)\321, S}J-;gio, ;V:j:(), %Pa-:la
}J.

A=, { je=1, o= 1,

Yy == [, f

Py

on peut former le Tableau des valeurs de Ay, wa, va, po ponr les pre-
mitres valeurs de n; les différences des X et des p vérifient les formules
(2) et (1), que I'on peut écrire

AF’n|,71_ .

an—3

Ap—t=App—y, Mp—y1 =

in donnant a n des valeurs successives, on déduit les formules

(6) (= D hngy= (P2~ R+ 1{hp= hueq) =+ Rhpos,
(7) )\44,_1 ={n -+ I)}\n+2)\,i_1— (n— 3))\n_2—' )\,1_3,

of n'entrent plus que des 2. Enfin, il y a lieu de noter la formule
{%) P-u-+—2:n(}'-rz+|—'rpn)+y~u—1—

Les formules et les démonstirations précédentes ont été obtenues, pour
la premiére fois, par M. LAsaNT. D’un autre cdté, M. C. MoreAu, colonel
d'artillerie, qui est parvenu aux mémes résultats, a ¢ncore indiqué les for-

mules suivantes. On peut écrire la relation (6) sous la forme

(= hp— {4+ 12—k — (R~ 1) hny
=—[(r—2)hp—a(n--2)hp1— nhss];

on peut done poser

(n—2)hy—nin—2)hyey— Rk o= K(— 1)1,
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en désignant par K une constante que Fon trouve égale & 4. Ainsi

(9) (=D kgt = (R2— 1) hg-+ (R4 1) Aoy + 4{— 1)

L'observation du Tableau qui contient les premiéres valeurs de A con-

luit & poser

(10}

ln"— 2(-“ l)n: nﬁn,

et I'équation précédente donne

(1

La formule {1r) permet de calculer rapidement les valeurs de 8,; on a

Bnyy= N8, 8y g+ 2(— D)2

ensuite celles de A, par la formule

)\n = Yn41— en~1 ;

an trouve ainsi, pour les premiéres valeurs de n,

n. . : X,

- - | —— — — PSS [
3 0 ! 2
5 3 ! 13
6 3 I‘ 8o
7 83 579
8 592 4738
9 4821 43387

10 43979 439792
'L 4 41613 48 gor4t
19 49 3{720 592 1664
13 596 61255 2735 96313
4 =805 31033 109274 34464
Lh 1 09870 95719 16 {8064 35783
16 16 55869 66816 264 93914 Ggod8
17 266 0378564777 4522 64356 v1207
18 4539 20225 68023 81705 64062 24416
19 ! 81971 67847 89193 15 57461 89109 94665
20 15 62001 09335 62688 312 jooz1 86712 53762
21 31321993 51560 42955 | ..ol

Considérons le Tableau suivant; il est formé d'étages successifs, séparés

IV. — Sur les nombres HAMILTON (n° 81).

par une barre horizontale; dans chaque étage, un nombre quelconque esy
éeal au nombre placé immédiatement au-dessus, augmenté de tous ceux
qui précédent celui-ci dans la méme ligne. Cette loi subsiste quand on
passc d’un étage 3 I'étage inférieur, excepté pour les premiéres colonnes
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de chaque étage, qui sont formées par la suite naturelle des nombres en-

1 o 0 o o 0 o
1 I I 1 I I .
2 3 4 ; 6 .

I 5 9 14 20

6 15 29 49

5 21 50 99

4 26 76 175

3 Jo 106 281

2 33 139 420

1 35 175 Sug

36 210 804
35 246 1050 ...

34 281 1331 .

Les nombres d'lamilton.

tiers positifs et décroissants jusqu'a 1. Les premiers nombres de chaque
étage, que nous désignerons par aq, @y, as, @, ..., forment la suite

- 1, 1, =2, 6, 36, 876, ...;
si on pose

Spri= @+ +az+ ...+ a, et IIn,——-Sn~+—[,

on obtient, pour Hy, Hy, H;, ..., les nombres renfermés dans le Tableau
suivant :

H.. n

2 1

3 2

5 3

Il 4

47 5

923 6

4 0961g 7

8 37632 06255 8

35 08125 gobag 08587 98171 9
615 34736 87096 57875 84485 22809 27507 75204 33167 10
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Les nombres I, que M. SYLVESTER a appelés nombres d’Hamilton,
jouent un trés grand role dans la théorie des équations (1).
Le calcul des nombres du Tableau précédent a été effectué au moyen
d'une formule trés remarquable, due a M. J. Hammoxp.
Soit
1+x+ x4+ 234 zh o= go(a),
22 + 32+ X+ Szt .= gy (2),
G+ 1023+ agxt+ ... = ga(7),
363 —- 2102 + ... = g3(7),

et ainsi de suite; en général,
A AL b.’l pi+1 oy Cy rh+2 d” an+3 4 ., = gn(.z-).

On multiplie g,(x) par le développement de la puissance de (1 — )
d’exposant égal & — a,; st 'on comparce le résultat au développement de
&n+i(2), en tenant compte de la loi de formation,

ap(a,+1)
a’]+l == blL_'_ - l ‘2'.___- 3

az(an-+1)(2a,+1)
A ,

bur=c,+a,b, +

1.2.3
Aplan +1{ap+ 2)Y(3a,4+1
Cori=dy+aze, T ?
1.2.3.4
on @
é’n(x‘) pr—1 (
) — — + 11— r).
gn+1( ) (1 — )% ([—.‘L‘)"‘n"‘l t ’

Multiplions les deux membres par (1 — )%+, il vient

(1— @ Pon Guar (2) — (1— )50 g ()

=t — 2 et — AT () St

Remplagons successivement 7 par o, 1,2, ..., (#—1), et ajoutons les
identités obtenues; il vient, aprés quelques transformations,

(1= 2)ngalz) — (1 2) dob 2 (1= 2) — @ (1= )
—_ xu—‘z(l —_ '7-)5,,4—? 4+ xn—-a(, . x)s,,_ﬁ—? -+ ...

AP @Y et g (- )Y,

() SYLVESTER, Sur les nombres dits de Hamilton. Congrés de Toulouse,
1887, p. 163. — SYLVESTER cl Hamyoxp, On Hamilton's Numbers, dans les Phi-
losophical Transactions, vol. CLXXVIIIL, p. 285-312, et vol. CLXXIX, p. 65-77.
Londres, 1887,
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En égalant les coefficients de z® dans les deux membres, on obtient
ainsi la formule de M. HamMoxn
H.(Hp—1) Hyo(Hpoy — 1 (Hpoy — 2)
Hll+l — 1= ——"—'_‘_L - 21
%! 3!
H(H, —0)(H —2)... (H — ﬂ)_
(n—+ 1!

- (41)/14—1

En multipliant les deux membres de Iidentité précédente par (1—z)et
en identifiant les coefficients de z#, on trouve, aprés avoir posé £, = Hp -1,
la formule donnée par M. SYLVESTER

Lys(fp—a—1) ) Lilp—1) ... (lg—n+1)
- R L S A —)” —
1 — L+ 21 e+ (=1 1 0
ou, en se servant de la notation des combinaisons,
1 2 2 _
I_C/n—|+C/nv:_C’n—s+""-O'

V. — Sur les réseaux d’un gquinconce (n° 190, Exz. I1).

Quelles que soient les dimensions du quinconce, on peut en séparer tous
les sommets par deux séries de lignes paralléles (fig. 78), et de telle sorte
que chaque sommet occupe le centre d’un carré formé par le réseau des
deux systémes de paralléles. Puisque tous les sommets du réseau sont
des points d'ordre pair (2 ou 4), ce réseau peut toujours étre décrit d'un
seul trait (n® 39); mais, conformément a I'énoncé, les lignes des deux
systémes de paralléles doivent étre décrites d'un seul trait continu. Soient
p et ¢ les nombres des points contenus sur les cotés AT et AG du rec-

angle; de plus, supposons p et g premiers entre eux; sur la figure on a
p=5et g =7

Supposons que la figure soit repliée autour de la ligne HL, puis que
I'on replie de nouveau la figure autour du coté inférieur, et ainsi de suite;
on forme donc de deux en deux le méme dessin et de deux en deux des
images du dessin. Cela posé¢, en partant de A, on décrit le chemin AB en
descendant de p lignes, puis le chemin BCD, dont on remplace la partie
CD par sa symétrique, de maniére @ descendre toujours entre les deux
cotés AG et TM du rectangle. En partant du coté gauche, pour y revenir
aprés réflexion sur le coté droit, on descend donc de 24 lignes sur I’échi-
quier indéfini. Pour obtenir les numéros des points de brisure sur AG
ou son prolongement, on forme donc la progression arithmétique, de
raison 2 p,

0, 2p, 4p, Bp, ...

Mais si l'on veut obtenir les numéros correspondants sur le rectangle
primitif de la figure, on prend les restes de ces nombres par 24; alors
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deux cas peuvent se présenter, suivant que le reste r, toujours pair, ne
dépasse pas (¢ —1) ou est plus grand que (¢ —1); dans le premicr cas,
on conserve le reste obtenu, car le numéro de brisure correspond a un

Fig. 78.

00,

H R X € L

reclangle de méme orientation que le rectangle primitil; dans le second
cas, si 'on a
r>ag—1,

le point de brisure se trouve dans un rectangle symétrique du premier:
alors on remplace r par son complément & (29 —1).
Ainsi, dans Pexemple, on forme les nombres

o, 10, 20, 3Jo, 4o, 50, bo, 9o0;
les restes par 14 sont
o, 10, 6, 2, 12

On conserve les restes o, 6, 2, {, et I'on remplace les autres par leurs
compléments & 13; on a ansi

o, 3, 6, 2, 1, 5, 4, o.
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Donc on passe successivement par les sommets
A’ D) G) K’ Nl S} V) A]

¢t 'on revient au point de départ aprés avoir passé par tous les sommets
da coté AG. Il en est toujours ainsi lorsque p et ¢ sont premiers entre
eux, car les restes de

o, 2p, 4p, 6p, ..., 2qp

par 2¢ sont tous pairs et différents; en complétant 3 (24 —1) ceux qui
surpassent (¢ —1), on obtient des nombres impairs tous différents. On
forme donc la suite des nombres de o & (g —1). D’ailleurs le méme rai-
sonnement s’applique sur lés autres cotés du rectangle.

Lorsque les nombres p et ¢ oot un plus grand codiviseur 4, le réscau
se trouve formé de d contours continus de méme longueur. En effet,
posons

p=pd et g=q'd,
£’ ct g’ étant premiers entre eux. Alors le terme de rang ¢' dans la pro-
gression arithmétique

0, 2p, 4p, ..., 29'p

donne o pour reste, et le contour commengant en A ne rencontre plus que

q' points du cété AG; en supprimant ce contour, on prend un autre des

sommets sur AG et U'on forme de méme un second contour au moyen d'une

progression arithmétique de raison 2p, ct ainsi de suite. C. Q. F. D.
Cette démonstration est due & M. ELIE Permin.

VI. — Sur la sommation des indicateurs (n- 224).

5i l'on désigne par Zo(n) la somme des indicateurs des n premiers
nombres et par p, ¢, r, ... tous les nombres premiers qui ne surpassent
pas 7, on a la formule

S Y )
noh? o

(1)
( _“ES(EPQP)

On a4, par exemple, pour n = 6,
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par suite,
28¢(6)=36+1—9—4—1+1+04+0—0 =12,
et 'on a
e(1) +9(2) 4+ $(3) -+ ¢(4) +9(5) + p(6) =12.
Pour démontrer la formule (1), il suffit donc de faire voir que, si elle est
vérifiée pour les (n —1) premiers entiers, elle subsiste pour les n pre-

miers. Lorsque I'on passe de (n —1) & n, le second membre de cette for-
mule augmente de

o3[ (e ) (75
-2[e5) 5]

mais si 'on observe que la différence

(2)

n n—
EZ B
@ £

est égale a 1 ou 4 o, suivant que 2 est ou n'est pas diviseur de n, et si
Pon désigne par @, &, ¢, ... les diviseurs premiers de n et par p leur
nombre, 'expression (2) devient

zn—1a2E<—2z;——:>+2E(§%—l>
' an
—ZE(abc—-l)—v-...
Ou encore

1 T 1 A N ,
27l([—25+za'—'2%+-..) (l CP,*FCP, Cp,+...>

¢’est-a-dire 20(n), puisque la somme alternée des coeflficients du bindme
est égale a zéro.

La formule (1) a été donnée par M. PerorT, dans le Bulletin des
Sciences mathématiques (1.1V }; la démonstration précédente nous a été
communiquée par M. J. Himmonn.

(3)

VIL. — Sur les permutations circulaires avec répétition (u° 224).

Lorsque n désigne un entier quelconque, le nombre des permutations
rectilignes de n objets tous différents est égal & n! et le nombre des per-
mutations circulaires est égal a (n —1)!
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Mais il n’en est plus ainsi lorsque les objets nc sont pas tous distinets;
si I'on suppuse a, B, 7, ..., A objets respectivement égaux a a,b,c, ...,/
et si Pon fait

n=a 4+ By A

le nombre des permutations rectilignes est

n!

Al Blql.. . A

(') R(n):

mais il reste a déterminer le nombre G(n) des permutations eirculaires.
Si les n objets sont tous différents, on a la formule

(2) nGin)=R(n),

parce que chaque permutation circulaire peut étre ouverte & n places pour
former des permutations rectilignes distinctes. La formule (2) subsiste
cncore si les nombres , §, v, ..., X sont premiers entre enx; mais, si ces
nombres ont un codiviseur autre que l'unité, il y aura des permutations
circulaires qui se composeront de groupes identiques et qui produiront,
par leur ouverture, moins de n permutations rectilignes correspondantes.
Ainsi, par exemple, soient les quatre objets @, a, &, &, la permulation
circulaire

i aabb,
a
. . s abba
b a  donne les quatre permutations rectilignes ¢
bbaa,
O
baab,
et la permutation circulaire
«a
. L abal,
i & ne donne que deux permutations rectilignes bab
. aba.

o

Désignons par D le plus grand codiviseur des nombres z, 8, v, ..., &
¢l par p, g, r, ... les facteurs premiers qu’il contient. Si 'on retranche
de G(n) et de R(n) toutes les permutations qui peuvent se décomposer
en groupes ¢gaux, les permutations rectilignes qui restent sont »n fois plus
nombreuses que les permutations circulaires correspondantes; par consé-
quent, les deux expressions

Glm— 26 (}j) ~ 26 (1;_;) _"'iG(pq:'l- _>
d[reo-Zr () En () -8 )]
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. . 1
sunt égales. Posons, pour abréger, Q(z)= p R(x), on a donc la formule

G- X6 (2)+ X6 (2)--
(m) = 26 (; ) 20
AL n 1 7w
—am-Fze (%) Xpge(i) -
Si nous supposons d’abord D égal @ un nombre premier p, au produit

de deux nombres premiers p el g, ou a une puissance p@ d'un nombre
premier, nous trouvons respectivement

(3)

(1) 6(m =+ (1—2)a (%),

oonr=aim= (1= 5)a(1) - ()22
| (=505 )
sm=am= (= 5)e(3) (=) 2 ()

4_...+<1—;5)Q(;E;>‘

On apercoit ainsi la formule générale suivante, dans laquelle ¢ désigne
le symbole de l'indicateur (n® 216), et d un diviseur quelconque de D

() G(fz):Z?,(d@Q<%>.

On peut démontrer la généralité de la formule (7) en faisant voir qu'elle
est vraie pour la valeur D du plus grand codiviseur de «, B, v, ..., s
lorsqu’elle est admise pour tout diviseur de I}; on peut aussi démontrer
directement Vexactitude de la formule (7), que P'on peut encore €crire
sous la forme

(8 G(n :%29(5{)[{(%).

Le contenu de cette Note nous a été communiqué par M. le colonel
C. MorEav.

{6)

e —— et

VIII. — Sur les restes du triangle arithmétique (n° 228).

Nous avons déja indiqué le moyen de calculer le reste de la division
d'un terme quelconque G/, du triangle arithmétique de PascaL par un
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nombre premier p, en ramenant les indices m et n a des entiers compris
entre o et p. On peut encore simplifier cette recherche et ramener les

g, et I'autre E g, par
les comsidérations suivantes, que nous avons tirées du Mémoire de Caveny,
tout en simplifiant exposition et les démonstrations (loe. cit., p. 231-243).
Mais, pour la symétrie des calculs et pour leur extension a la détermi-
nation des restes des coefficients dans les puissances d'un polyndme, par
un module premier p, il est préférable de remplacer le triangle de Pascar
par le carré arithmétique de Fermar (n° 53). '

Soit donc un terme quelconque

indices 4 des nombres dont I'un ne dépasse pas E

r+y<<p—I1 et x <

D’autre part, si I'on désigne par z, y, 3 trois entiers positifs dont la
somme égale (p —1), on a

(z+y+3) e
- =Cp F]

zlylzl

ou, par la premiére formule de la page {20 et en raison de la symétrie,
— 1!
.(f!_y!T! —(— e Fi= (— 1 FE = (— 12 F,  (mod.p);
on en déduit
Fl = (—1)x Fi-t=%7 (mod. p).
Par la formule précédente, on peut supposer

—_— /‘,P_x—]
y<p—i—x—y ou J/(—l——-s

et, puisque x Z ¥, on peut supposer

P!
&L

.

Par conséquent, pour un module donné p, on construit le carré arith-
métique de Fermar par la loi de formation ordinaire, en ne conservant

que les restes minimums pour des valeurs de x qui ne dépassent pas E ".P—;r
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et pour des valeurs de ¥ qui ne dépassent pas E}—E On a, par exemple,

pour p =1y,
F 1 23 456728 y
1 2 3 4 5 6 7 8 ¢
2 9 4 2 9 2
3 1 31 8 6
4 717
5 5 6
& 7
P

Restes du carré arithmétique de FERMAT par 1g.

On vérifie les calculs en observant que, si 'on détermine, par la loi de
formation,. le terme qui suit le dernier de chaque ligne horizontale, on
doit obtenir un reste égal et de signe contraire au précédent s 2 est im-
pair, et égal & Pantéprécédent si o est pair.

Lorsque le module p dépasse 50, le Tableau des restes devient trop
étendu; cependant, lorsque le nombre premier p ne dépasse pas 1000,
on peut calculer les restes du triangle arithmétique par des additions,
au moyen de Tables construites par Jacosr, et désignées sous le nom de
Canon arithmeticus. La théorie et I'application de ces calculs seront
exposées plus loin.

IX. — Sur le théordme de Staudt et Clausen (n° 234).

M. Hermite a indiqué une méthode de calcul des nombres entiers A
dont nous allons simplifier la démonstration, tout en lui laissant une forme
plus générale. Cette méthode, dit 'illustre auteur dans sa Lettre 2 Borcuanpr
{Journal de Crelle, t. LXXXI, p. 93), conduit & la connaissance d'un
grand nombre de fonctions numériques venant se joindre a toutes celles
dont la théoric des fonctions elliptiques a donné I'origine et les propriétés.

Soit un polynome f(x), a coefficients entiers, et

A V[drfe ) drfia)]
#e(*) = 5 [ ar s
les polynémes ©,(2z) ont aussi leurs cocfficients enticrs. Au moyen de la
formuole de TayLox, I'équation fondamentale pourle caleul des nombres e

BeanouLu (n°® 135)

SBrz4+10—f(B+z)d f(z)
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peut étre écrite sous la forme

f’(l‘)zBUSDD"!—BI?‘-FBE?Q—F....

Si I'on remplace les nombres B en fonction des nombres entiers A
fuurnis par le théoréme de Staupr, on trouve, en posant

= Agto+ A - Apga + ... — fT(T),
el pour p premier

Xp= o (@) + $ap2 () +@gpz(®) + ...,
Ia formule
(5) Y= Bt Ea 4 B4+ B4+ Ey+ ..

D’ailleurs £, est un nombre entier pour toute valeur entiére de a, car,
si Ia somme des fractions

dont les dénominateurs désignent des nombres premiers différents, est
égale a un nombre entier, chacune des fractions de la somme est égale a
un nombre entier,

lin supposant f{zx} = 221, on retrouve les deux propositions de
M. HermiTE, savoir:

Les erpressions

= ap—y 3p—3
(C!zf Ll -+ GE{Lfl - C'z'!n-l -+ )
\

. 7 -1 2p-2 3P—3 \
er"ilr Chal o C3ht G363 -+
J2 arb-1 p2p—2 xip-3 e

sont des nombres entiers, si x est entier et p premier.

X. — Sur lPextraction des racines par les moyennes (n°251).

Considérons deux nombres positifs quelconques a, et &y; désignons par
ay et Oy la moyenne arithmétique et la moyenne harmonique des deux
nombres donnés, de telle sorte que

a,+b 2a9b
LTi, by = Baket'hd arhy = ayby;

ay = ]
2 a:o—*‘bu
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répétons les mémes opérations sur ¢, et &y, puis sur @, et by, et ainsi de
suite, de telle sorte que I'on ait

_ by b _ 20,0,
T =~ ary = =

— A b = apby;
2 a,;-—t—bu a1 ¥ n+1 [V ]

les nombres a;, a., a;, ..., a, sont décroissants, mais leurs carrés sur-
passent le produit ayb,; les nombres &y, by, &,, ..., &, sont croissants, el
leurs carrés sont toujours plus petits que @y d;. Enfin la différence (@, — &,,)
décroit trés rapidement jusqu'a zéro.

On obtieat, de cette fagon, un procédé rapide d’extraction de la racine
carrée, qui était connu des anciens. La méthode d’interpolation par les
parties proportionnelles, appliquée par HipparouE 4 la détermination de
I'équinoxe, y conduit directement. En effet, soit g > by; en prenant la va-
leur 6y approchée par défaut, on obtient pour le carré un nombre Lrop
petit de (@obo— &%); en prenant la valeur de a, approchée par excés,
on obtient pour le carré un nombre wop grand de (a — ay#y). Done, en
disignant par &, la nouvclle valeur de (a3 — @, b, ), dans la supposition des
arcroissemenls proportionnels, on aura

by —&y by
ay—by  ay+ by
d'od
b = 2%bo
ag—+ b,
Quant aux inégalités précédentes, elles sont immédiatement visibles sur
une figure géométrique.
On peut exprimer @, et &, comme fonctions numériques du second
ordre; cn effet, si 'on pose (n° 177)

© utdepu—yq,

P:aﬂ'['b(l: q:((_l.(.’_‘__ﬂ)z,

avee

2

on a les formules

_ \‘rzn—l . ‘f2n -1 . @, l"l‘n
(f,, = b = s

V0V1\;2 \;21 .- Vzn—n 2U2H"| I)”

b qtzll-"(
lan—b,) = VngAVQn T Vgﬂfl.

8=

o0 peut appliquer un procédé analogue a I'extraction de la racine cu-
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bique d'un produit a,b,cy de nombres positifs; on pose

a0+bo+C9 an"‘bn"‘cn

ay = 3 ’ Apt+y = 3 ’
Doty - coag + @y by boen +cotn +anb,
bl - H et bn+1 = —
@y + by + ¢y ay+by,+cy
3“0 6Dcl) 3(1,,_ bIL [
€1 = Ch+q =

boCo-}-Coag—i—aobO bncn+cnan+ a,Lb,,,

On a d’ailleurs
a¢+1bn+1 Cp+1 = anbucn = ... = Qg b,cl = (ZoboCo;

les nombres a,, &,, ¢, convergent trés rapidement vers la racine cubique
du produit a,bgc,.

Plus généralement, on a un procédé analogue pour Pextraction de la
racine d’indice » du produit de r nombres positifs @y bg ¢y ... Iy,

Désignons par p, la moyenne arithmétique des n nombres @y, by, ¢y, .+, &y;
par p, la moyenne arithmétique des C? produits de ces nombres pris deux
a deux, par ps Ia moyenne arithmétique des C? produits de ces nombres
pris trois a trois, et ainsi de suite, de telle sorte que Pon ait I'identité
symbolique

(x—ag)(x — b)) (z—cy) ... (w—l)do (2 — p)r.

Posons ensuite

2 Ps
@y = pi, bjzp“a Cp = —)»

- I, = A
b P2

ey = L7,
PI"‘I

il en résulte
alb101 Ves li = aobDC() [P lg.

Formons de nouveaux nombres a,, bs, c,, coy ly, déduits de a,, by,
€1y -+ ., {1, comme ceux-ci ont été déduits de ay, by, ¢y, ..., Iy; nous oh-
tenons ainsi des suites de » nombres a,, b,, c,, .. +y ¢n, dont le produit
reste constant, et qui convergent trés rapidemient vers la racine dindice
du produit donné aybscy ... 4.

L’application de ce procédé conduit 3 des formules fort importantes, que
nous exposerons plus loin, dans I'application des fonctions elliptiques et
abéliennes a la théorie des nombres.

XI. — Sur les réduites intermédiaires (n° 2539).

Soit un nombre z développé en fraction continue; considérons deux
réduites dont les indices différent de deux unités

fp—~l et f.u+! .
&p—1 Eptt’
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nous avons (n°® 242)
Jor1=gprafp+ fo-1,

Ept1=4pr18p+Ep-1;

posons, de plus,
up=h fo+ fp-1,
vp=hgp - gp_y-

Si l'on dorre & A les valeurs entiéres o, 1, 2, 3,..., g,41, on ohtient
des fractions (uy ! vp), que 'on appelle réduites intermédiaires; on a la
suite

Jr-1 fl"‘l"'-f[l’ fﬂ—l"'"’f”, ceny I
oot ., L2
Ep—1  Ep1 T Ep Ep1+28p &p

On a ainsi formé, entre les réduites d’indices (p — 1) et p, une suite
incompléte de Brocor, en intercalant d’abord une médiante entre les deux
ré¢duites, puis une autre médiante entre la médiante intercalée et la der-
niére réduite, et ainsi de suite. On a donc les propriétés suivantes :

1° Les réduites intermédiaires sont des fractions irréductibles,

2° La différence de deux réduites intermédiaires consécutives est égale a
une fraction dont le numérateur est 1 ct dont le dénominateur est égal au
produit des dénominateurs des réduites.

3° 8i I'on développe un nombre x en fraction continue, et si 'on inter-
cale entre la suite des réduites de rang impair toutes les réduites intermé-
diaires, de telle sorte que les dénominateurs forment une suite croissante,
ou obtient une nouvelle suite croissante dont les fractions nc surpassent
pas #. De mé&me pour les réduites de rang pair.

4° On peut prolonger indéfiniment 'une des suites de réduites intermé-
diaires. En effet, si g, désigne le dernier quotient incomplet, on peut
introduire encore un quotient incomplet ¢,4q plus grand que tout entier
donné, et poser gp4+y = . On forme ainst une suite de fractions irréduc-
tibles qui s’approchent de 2 d'un nombre moindre qu'un nombre donné,
si petit qu’il soit.

Les remargues précédentes permettent de déterminer, parmi toutes les
fractions dont le dénominateur ne surpasse pas un nombre donné N, celles
qui sapprochent le plus, par excés et par défaut, d'un nombre donné
quelconque 2. En effet, on développe o en fraction continue; si I'une des
réduites a pour dénominateur N, ¢’est l'une des fractions cherchées; on
forme alors entr€ cette réduite et la précédente une suite incompléte de
BrocoT, en ne conservant que les médiantes dont le dénominateur ne sur-
passe pas N. 31 aucune des réduites n’a pour dénominateur N, on prend
les deux réduites dont, les dénominateurs comprennent le nombre N et
Pon intercale entre elles une suite incompléte de Brocor.

Enfin, nous ajouterons que la conszidération des suites de Brocor et de
Farey conduit immédiatement & la démonstration de cc théoréme de
LeseuNe-DiricHLET :
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Dans Uensemble des fractions dont le dénominateur ne surpasse pas
un entier donné N, il en existe au moins une de dénominateur ¢, qut

s s . . I . N '
différe d’une quantité moindre que —, par défautou parercés, d'un

nombre positif quelconque x.
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REIMPRESSIONS

Niels Henrik ABEL

® (Fuvres complétes (2 tomes)

suivies de :

— Niels Henrik Abel - Tableau de sa vie

et de son action scientifique par C.-A. BIJERKNES

Jean D’ALEMBERT
® Traité de dynamique

André-Marie AMPERE
® Théorie mathématique des phénoménes
électro-dynamiques

Paul APPELL
® Traité de Mécanique rationnelle (5 tomes}

Paul BARBARIN
* [.a Géoméirie non euclidienne

Ludwig BOLTZMANN

¢ Lecons sur la théorie des gaz

Emile BOREL

o Lecons sur les séries divergentes

Emile BOREL & André CHERON
® OO Théorie mathématique du bridge & la portée
de tous
suivie de :
— Applications de la théorie des probabiiités aux
Jeux de hasard, par Emile BOREL & Jean VILLE
— Valeur pratigue et philosophie des probabilités
par Emile BOREL

Pierre BOUTROUX

e 1 idéal scientifique des mathématiciens

Léon BRILLOUIN

® Les tenseurs en mécanique el en élasticité
* La science et la théorie de ’information

Louis de BROGLIE

* Ondes et mouvemenis

ISBN 2-87647-042-X
ISSN 0989-0602

Georg CANTOR
* Sur les fondements de la théorie des ensembies
transfinis

Sadi CARNOT
* Réflexions sur la puissance motrice du feu

Elie CARTAN

* Lecons sur la géométrie des espaces de Riemann

* Lecons sur la géométrie projective complexe

* Lecons sur la théorie des espaces d connexion projective

* La théorie des groupes finis et continus et la géométrie
différentielle, traitées par la méthode du repére mobile

Augustin-Louis CAUCHY
* Analyse algébrique

Michel CHASLES

® Apercu historique sur I’origine et le développement
des méthodes en géométrie

» La dualité et ’homographie

Rudolph CLAUSIUS

* OO Théorie mécanique de la chaleur

Gaspard-Gustave CORIOLIS

* Théorie mathématique des effets du jeu de billard
suivie des deux célébres Mémoires

— Sur le principe des forces vives dans les mouvements
relatifs des machines

— Sur les équations du mouvement relatif des systémes
de corps

R. DELTHEIL & D. CAIRE
* Géométrie et Compléments de géométrie

René DESCARTES
* [.a Géoméirie

Paul A.M. DIRAC
® Les principes de la Mécanique quantique

ENCYQLOPEDIE DES SCIENCES .
MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES
Tout ce qui a paru de I’édition francaise rédigée

et publiée d'aprés 1’édition allemande sous la
direction de Jules MOLK.

® OO Arithmétique et Algébre

® (O Analyse

* O Géométrie

s () Mécanigue

* O Physique

¢ O Géodésie et Topographie

* O Astronomie

¢ O Compléments

F.G.-M.

* O Exercices de géométrie

comprenant 1’exposé des méthodes géométriques
et 2.000 questions résolues

® O Exercices de géométrie descriptive

Pierre FERMAT
® Précis des (Euvres mathématiques
et de I’ Arithmétique de Diophante

Joseph FOURIER
® Théorie analytique de la chaleur

Maurice FRECHET
* Les espaces abstraits

Augustin FRESNEL
* Mémoire sur la diffraction de la lumiére

Evariste GALOIS

s (Euvres mathématiques

suivies de :

— Influence de Galois sur le développement
des marhématiques, par Sophus LIE

Félix R. GANTMACHER

* Théorie des matrices

Carl Friedrich GAUSS
* Recherches arithmétiques

Edouard GOURSAT
» Cours d’Analyse mathématique (3 tomes)

Jacques HADAMARD
& Legons de géométrie élémentaire (2 tomes)

Werner HEISENBERG
* [ es principes physiques de la théorie des quanta

Hermann von HELMHOLTZ
s Optique physiologique (2 tomes)
& Théorie physiologique de la musique

David HILBERT
¢ Sur les problémes futurs des mathématiques
fLes 23 Problémes)

O = COblong® (Suite au verso)

Diffusion-Distribution : JACQUES GABAY
151 bis, rue Saint-Jacques 75005 PARIS
Tél. (1) 43 54 64 64 - Fax : (1) 43 54 87 00

O blong®



