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Résumé

Le but de cet exercice est de montrer que deux fonctions sinusoidales
de pulsations différentes ne sont pas proportionnelles. Ce résultat se géné-
ralise & plus de deux fonctions et la méthode habituelle repose sur la déri-
vation et des différences astucieuses de sommes. La méthode élémentaire
présentée ici ne semble pas se généraliser mais a le mérite pédagogique
d’entrainer ’esprit sur des techniques simples et classiques : quantifica-
teurs, prise d’initiatives, disjonction de cas, particularisation, raisonne-
ment par ’absurde.

Exercice. Soit (w1,ws, p1,p2) € RY x R? w1 # we. Montrer que la fa-
mille (t — cos(wit + ¢1),t > cos(wat + p2)) est libre dans C*° (R, R).

Solution. Posons fi : t — cos(wit + ¢1), f2 : t — cos(wat + p2).
Soit (A1, A2) € R27 A fi+ A2 fe =0, ot 0 est la fonction identiquement
nulle. Autrement dit, Vt € R, A1 f1(t) + A2 f2(t) = 0.
w1 # wy donc au moins 'une des deux pulsations est non nulle. Sans
perte de généralité, nous pouvons supposer wi # 0. \
2

1% cas : supposons we = 0. Si A1 # 0, alors Vt € R, f1(t) = 3 cos(p2)
T 1

donc fi est constante, ce qui est absurde. Donc A1 = 0 et puisque f2 n’est
pas la fonction identiquement nulle, A2 = 0.

2¢ cas : supposons wy # 0. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que wz < wi.

T _
En particularisant la relation de liaison en ¢; = -2 tp17 il vient
w1
A2 cos(wat1 + ¢2) = 0.
_r
En particularisant la relation de liaison en t2 = 27('01, il vient
w1

)\2 COS(u.)QtQ + 502) =0.

1°T sous-cas : si A2 = 0, alors puisque f1 n’est pas la fonction identi-
quement nulle, A; = 0.

2¢ sous-cas : si A2 # 0, alors cos(wat1 + p2) = 0 et cos(watz + p2) = 0.
Donc waty + @2 et wats + p2 différent d’un multiple de 7. Or, waty + w2 —

w w ..

(wata+¢2) = —27r, avec, par hypothése, 0 < 2 < 1. Contradiction. Donc
w1 w1

A2 = 0 et nous sommes ramenés au sous-cas précédent.

Dans tous les cas, nous obtenons A\; = A2 = 0. O



